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Podékovani

Kniha, jako je tato, nemuze byt tak docela dilem jediného ¢lovéka. Dovést ji do
podoby koherentniho celku bych nedokazal bez pomoci svych kolegi a studentd,
ktefi po mné text Cetli a upozornili mé na spoustu chyb a neduslednosti, které se
v ném vyskytovaly. Muj dik v tomto sméru patii zejména (v abecednim potadi)
Liboru Béhounkovi, Marté Bilkové, Vojtéchu Kolmanovi a Michalu PeliSovi. Za
pfipominky k riznym Castem rukopisu jsem vdécen i Petru Hajkovi, Pavlu
Maternovi, Milanu Matouskovi, Grahamu Priestovi, Prokopu Sousedikovi,
a Vladimiru Svobodovi. Kniha vznikla v ramci projektu podpoieného grantem
AV CR ¢&islo A0009001/00.

Toto je v podstaté faksimile knizniho vydani s tim, ze v ném byly opraveny
chyby. To se tykd zejména stran 111-115, které jsou zcela ptepsany, plus
néjakych drobnosti po celé knize. (Na tu nejhor$si chybu mé upozornil Vit
Puncochar; za upozornéni na nékteré drobngéjsi vdé¢im Vladimiru Svobodovi.)
Vsechny zmény oproti kniznimu vydani jsou vyznaceny ¢ervené. V dubnu 2012,
autor.
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1 Co akcemu je logika?

1.1 Co je piredmétem logiky?

Ackoli o logice existuje spousta knih, otazce, co to vibec je logika, je vénovana
mensi pozornost, nez by bylo zahodno. Ti, kdo si tuto otazku kladou, na ni navic
Casto davaji tak zjevné neudrzitelné odpovédi, Ze je az zarazejici, ze se s nimi
nekdo muze spokojit. Tyka se to predevsim ,lidové® verze vysvétleni toho, co
logika je, ktera se ovSem objevuje i v renomovanych ucebnicich logiky: tvrzeni,
7e logika je nauka o tom, jak myslime & jak bychom méli myslet'. Zda se mi byt
zfejmé, ze sta¢i jenom kratce konfrontovat pravidla, jakd nachazime
Vv ucebnicich logiky, s tim, jakymi cestami se ubiraji nase faktické myslenkové
pochody, abychom nahlédli, Ze ty dvé véci mohou mit jenom pramalo spolec-
ného.

Popsat, jak fakticky myslime, je oviem velice problematické. Jisté se vSak
zda byt, Ze v ramci mySleni hraji zcela zasadni roli pfedstavivost, metoda pokusu
a omylu a podobné — Ze faktické mysleni je tedy na mile vzdalené pravidlim
,nespravn¢‘ v tom smyslu, Ze by mysleni, ve kterém bychom se naptiklad
piedstavam vyhybali, vedlo k lepSim vysledkim. Je pomérné jasné doloZitelné,
ze ani ty nejefektivnéjsi zpisoby mysleni — tedy naptiklad zplsoby, jakymi se ti
nejgenialn€jsi veédci dobirali svych pfevratnych objevli — nijak nepfipominaji
fetdzce logickych odvozeni®.

Budeme-li tedy tvrdit, Ze logika je popisem mySleni ¢i ndvodem k tomu, jak
myslet, budeme nejenom tvrdit néco, cemu budeme moci stézi sami véfit, ale
navic tim budeme logiku pasovat do ulohy podniku pfedem odsouzeného

1'S ni se miZeme b&zng setkat zejména v pracich matematickych logikd. Tak jiz
u klasika Davida Hilberta najdeme prohlaSeni, podle kterého jde v jeho matematické
teorii logického dokazovani [Beweistheorie] o ,,zaprotokolovani pravidel, podle kterych
skute¢né postupuje nade mysleni“ (citovano podle Halletta, 1994). Podobnou charakte-
ristiku pfedmétu logiky jakozto ,,védy o spravném uvazovani“ najdeme iV Sochorové
nedavné Geské uéebnici matematické logiky (2001, s. 7).

? Je to ziejmé pravé toto, co vede k pohrdlivému postoji, jaky Casto viii logice zaujimaji
lidé, kteti studuji — ¢i se v ramci budovani systémi umélé inteligence pokouseji
napodobovat — faktické lidské mysleni (viz napi. Johnson-Laird, 1987).
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k netispéchu®. Na to velice diirazné poukézal uz zakladatel moderni symbolické
logiky Gottlob Frege®: ten dokléadal, Ze jakékoli sblizovéni logiky s psychologii
vede na scesti — zatimco psychologie pojedndva o subjektivnim, pfedmétem
logiky je pravdivost a vyplyvani, a to, co je pravda ¢i co z ¢eho vyplyva, jsou
objektivni fakta.

Co to tedy logika je, kdyz ne nauka o tom, jak myslet? Prehlédneme-li
dlouhou historii tohoto oboru a mnozstvi rozmanitych zptsobd, kterymi byva
vymezovan, zadnou jednoznacnou odpovéd’ nenajdeme. Zda se nicméné, Ze na
jednom se vétSina téch, kdo se logikou od antiky aZz po dnesSek zabyvali
a zabyvaji, shodnou: logika ndm ma tak ¢i onak pomahat urovat, ktera
zdGvodnéni, které typy argumentaci ¢i které dikazy jsou piijatelné a které ne.

Jakou roli hraje v ramci lidskych aktivit zdivodnovani? PfedevSim si
v8§imnéme, Ze zdtvodiovani je, na rozdil od mySleni, spolecenskou zaleZitosti:
ve své hlavé se mohu k néjakému zavéru dopracovat jakymkoli zptisobem, ktery
presveéd¢i mne; avSak zdivodnéni, ktera maji byt presvédéiva obecné, museji mit
uréitou podobu. A tvrdim-li néco vefejné a vazné, mél bych to byt takto
zdtivodnit schopen.

Bude-li tedy n€kdo tvrdit, Ze existuje nekone¢né mnoho prvodisel ¢i zZe
vSichni podnikatelé jsou darebaci, budeme, pokud s nim v tom nebudeme
zajedno, po ném moci pravem pozadovat, aby svoje tvrzeni zdivodnil. Pokud by
nam pak jeho zdivodnéni pfipadalo spravné, asi bychom se s jeho nazorem
museli ztotoznit (protoZe pak bychom vidéli, ze ma pravdu); pokud bychom
vSak v jeho argumentaci nasli né¢jaké mezery ¢i nespravnosti, nic by nas k tomu
nenutilo.

Kdy je n&jaké zdtivodnéni spravné? Ziejme tehdy, kdyz presveédcive ukazuje,
Ze jsou-li splnény piedpoklady, ze kterych vychazi, nemuze neplatit zavér, ktery
zdtvodniuje. To znamena, Ze zdivodnéni je spravné, jestlize zavér vyplyva
z ptedpokladu, a jestlize je toto zdivodnéni presvédcivé v tom smyslu, Ze lze
predpokladat, ze rozumny ¢lovek, ktery jej vyslechne nebo precte, nebude moci
o tom, ze dany zavér z danych predpokladl vyplyva, dost dobie pochybovat. Jak
je mozné takovéto presvédcivosti dosdhnout? Standardni metoda, kterou v rdmci
moderni logiky systematicky rozpracoval Frege, spo¢iva v tom, Ze se onen vztah
mezi pfedpoklady a zavérem, o kterém se tvrdi, Ze je vyplyvanim, rozmélni na

¥ Podrobngji o tom viz Peregrin (2000b, zejm. §6).
* Podrobny vyklad Fregovych nazori podava Kolman (2002).
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tetézec kroki, které na sebe jasné navazuji a které jsou ptitom tak jednoduché,
Ze u nich jiz o tom, Ze jsou to piipady vyplyvani, nelze rozumné pochybovat.

Jak bych naptiklad nékoho, kdo by si myslel, Ze vSichni podnikatelé jsou
darebaci, presvédcoval, Ze nema pravdu? Predpokladejme, Ze bych s nim mél
spolecného znamého, teknéme Karla, o kterém bychom oba védéli, Ze je to
podnikatel, a kterého bychom oba méli za slusného c¢lovéka. Pak by moje
argumentace mohla vypadat nasledovné:

Karel piece neni darebak.

A Karel je ptece taky podnikatel.

TakZe existuje podnikatel, ktery neni darebak.
TakZe ne vSichni podnikatelé jsou darebAci.

A zda se, Ze jakmile by mij partner souhlasil s pfedpoklady tykajicimi se Karla
(Karel neni darebak, Karel je podnikatel), mohl by jiz zbytek tohoto zdtivodnéni
zpochybnit jenom stézi. Kdyby totiz n€kdo tvrdil, Ze je sice pravda, Ze existuje
podnikatel, ktery neni darebak, ale Ze z toho nevyplyva, Ze ne vSichni podni-
katelé jsou darebaci, nase diskuse s nim by asi rychle skon¢ila — ziskali bychom
pocit, Ze si z nas bud’ tropi zerty, nebo prosté spravné nechape vyznam slov jako
»existuje® ¢i ,,vSichni®.

Krok od prvnich dvou uvedenych tvrzeni k tetimu i krok od n&j k tomu
ctvrtému je totiz tak elementarni, ze pokud by nékdo pozadoval, abychom
ncktery z nich déle zdivodnovali, nabyli bychom pfesvédceni, Ze (pokud ndm
jenom nedéla néjaké naschvaly) nemiize dobie rozumét tomu, co vyroky, o které
jde, tikaji. Soucasti porozuméni témto vyrokiim, a potazmo sloviim, ze kterych
se skladaji, je totiz i jejich spravné uzivani v takovychto jednoduchych
souvislostech. Souc¢asti porozuméni slovim ,existuje”, ,,vSichni“, ,ktery*
a ,neni“ je to, Ze, je-li pravdivy vyrok tvaru Existuje X, ktery neni Y, musi byt
pravdivy i vyrok Ne vSichni X jsou Y — Ze tedy ten druhy vzdy vyplyva z toho
prvniho a ze ho z n¢j tedy miizeme v rdmci argumentace vyvodit.

To naznacuje, Ze elementarni pfipady vyplyvani, se kterymi logika pracuje,
maji co délat se sémantikou nékterych slov naseho jazyka; ze jsou to pravidla,
ktera (spolu)urcuji vyznam téchto slov. Logika se ovSem zajima o to, ¢im je
zdivodnovani charakterizovano napii¢ riznymi typy diskurzi (samoziejmé
ovSem ne takovymi typy, v jejichZ ramci neni pro zdivodinovani misto, jako je
naptiklad poezie); to znamena zabyva se pravidly charakterizujicimi vyznam
takovych ,univerzalnich® slivek a konstrukei, jako jsou ,,vSichni®, ,,a“, ,nebo®,
Ltudiz®, byt* atd.
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Logika se tedy zabyva vyplyvanim a zejména jeho prevdadénim na retézce
elementarnich vyvozeni (neboli inferenci), kterd jsou véci vyznamii urcitych
univerzalnich ,argumentacnich’ sluvek naseho jazyka. Miizeme tedy Fici, Ze
studuje (a standardizuje) inferencni strukturu jazyka, konkrétné jeji nejzaklad-
néjsi kostru.

1.2 Formalni logika

Nema-li se tedy logika opirat o psychologii, ma hledat oporu v néjakém jiném
oboru? Moderni logikové nasméerovali logiku zejména do blizkosti matematiky.
Jak je mozné vyuZit v logice matematiku? Jak ndam mohou matematické metody
pomoci studovat vyplyvani? Pro nazornost si predstavme, Ze bychom véty
jazyka ocislovali. Vztah vyplyvani bychom tak mohli pfevést na vztah mezi
Cisly: namisto vztahu mezi vyrokem A a vyroky A;, ..., A, bychom mohli
uvaZovat o vztahu mezi cislem vyroku A a ¢isly vyroki Ay, ..., Ay A tento vztah
bychom se mohli pokusit néjak matematicky charakterizovat: napfiklad najit
néjaky algoritmus, podle kterého by bylo mozné ¢islo vyroku A z ¢isel vyrokt
Ay, ..., A, ziskat pravé v piipad€, Ze z nich tento vyrok vyplyva.

Moderni logika ovSem zpravidla nepostupuje tak, Ze by vyroky skute¢né
prevadéla na ¢&isla®. Divodem je, Ze to nema zapotiebi: matematika se totiZ ve
dvacatém stoleti piestala omezovat na studium cisel a pocitani s nimi a stala se
spise n&¢im jako obecnou naukou o strukturach® (nejexplicitngji v ramci své
discipliny, které se dnes fika univerzalni algebra’). N&kteii matematikové tak
logiku nahlédli pfimo jako jistou kapitolu matematiky: tak jako matematika
studuje abstraktni struktury ¢i abstraktni entity, studuje podle nich logika jednu

* 1 kdyz takovyto pievod sehral v ramci jejiho vyvoje podstatnou roli — za jeho pomoci
totiz Kurt Godel dospél k jisté nejpievratnéjsimu vysledku v ramci moderni matematické
logiky, totiz k dikazu neziplnitelnosti jakékoli teorie obsahujici aritmetiku. Viz Malina
a Novotny (1996).

® Jestlize tedy algebra pivodné vznikla tak, Ze se abstrahovalo od konkrétnich &isel (jaka
se vyskytuji napiiklad ve vztahu 1+2=2+1) a zacaly se studovat struktury ciselnych
operaci (prostiednictvim vzorct, jako je atb=b+a), pak v rdmci moderni matematiky
dochazi k dovrseni dalsi abstrakce, v jejimz dusledku jsou jiz struktury studovany
obecné, bez toho, Ze by musely byt n&jak spjaty s ¢isly. Srov. Devlin (1976; Uvod).

7 Viz Cohn (1981); &i v &eting Jezek (1976).
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specifickou strukturu (nebo néjakou omezenou skupinu pfibuznych struktur) —
totiz tu, ktera urCuje, co z ceho vyplyva.

Podstatné je, Ze chceme-li studovat vyplyvani matematicky (at’ jiz prostied-
nictvim pievedeni vyrokt na c¢isla, nebo pfimo, metodami algebry), musime
ptirozeny jazyk ,zptesnit‘: musime jednozna¢néji vymezit, co je a co neni vétou
a co z ¢eho vyplyva, protoze v prirozeném jazyce ziejmé existuje spousta
meznich a vice ¢i méné neurcitych ptipadd. To vede v disledku k tomu, ze se
ptirozeny jazyk, ktery je normalnim médiem naseho argumentovani a do-
kazovani, nahradi né&jakou svou vice ¢i méné idealizovanou variantou —
jazykem, ve kterém je stale vyjadtitelna n&jaka podstatna ¢ast toho, o co v ramci
argumentaci jde, ktery je vSak ,zvladnutelny* prostfedky matematiky.

To ovSem neni nic vyjimecného — logika tak jenom prosla, podobné jako
mnohé dal$i védy, tim, cemu bychom mohli fikat matematizace. Jeji pointou je,
zjednodusen¢ feceno, Ze se na zkoumaném piedmétu izoluje a matematicky
zachyti n¢jaka relevantni struktura, a ta se potom zkouma prostiedky mate-
matiky — vysledky takového zkoumani se pak promitaji zpét na zkoumany
predmét. Tak naptiklad chceme-li prozkoumat, jak bude proudit voda v n¢jakém
systému potrubi (jestli se napiiklad potrubi jejim tlakem nékde neroztrhne),
mizeme se otom mnoho podstatného dozvédét tak, ze zméfime parametry
tohoto potrubi (tloustku stén, priméry trubek, pevnost materidlu atd.),
pouzijeme znadmé parametry vody, vytvofime z nich ,matematicky model
proudéni v naSem systému (ktery bude nejspiSe vyjadien jako néjaka soustava
diferencidlnich rovnic), z n¢j pak ziskame urcité vysledky a ty pouZzijeme
k ptedpovidani toho, co se bude dit, az do systému vodu skute¢né pustime.

Frege a spolu s nim dal$i myslitelé, ktefi stali u zrodu moderni logiky, tedy
dospéli k zavéru, ze i logicka struktura naSeho jazyka a naSeho usuzovéni je
nécim, co se vyplati izolovat a ,matematizovat‘, abychom to mohli zkoumat
uc¢innymi metodami matematiky. V tomto pfipadé je ovSem interakce mezi
predmétem vyzkumu (jazykem) a jeho modelem oboustranna: nejenom Ze model
vznika idealizaci a zptesfiovanim jazyka, ale mize se zpétné promitat na jazyk
vtom smyslu, ze nékterd zpiesnéni, ktera vyzaduje matematizovany model,
muizeme zacit pocitovat jako normy pro uzivani jazyka. Vicezna¢nou a vagni
ceskou spojku ,jestlize ... pak ... mizeme napiiklad v modelu zachytit jako
exaktné definovanou pravidlem, podle kterého je ji spojené souvéti pravdivé
pravé tehdy, kdyZ je nepravdiva véta nasledujici po ,jestlize ... nebo je pravdiva
ta, kterd nasleduje po ,,pak ...“. Takova reglementace nas pak mtize vést k tomu,
ze tuto spojku zacneme — alespon v ramci nékterych forem diskurzu (naptiklad v
ramci védy) — fakticky uZivat pouze v tomto exaktnim smyslu.



14 1 Co ak cemu je logika?

Pfes to vSechno vsak nelze fici, ze by se logika redukovala na néjakou
kapitolu matematiky. Tim by se z ni totiZ vytratilo to, co ji je konstitutivni, totiZ
ze by méla byt nastrojem rozhodovani o tom, ktera (faktickd) zdtivodnéni jsou
spravnd a kterd nikoli. Moderni logika je sice s matematikou Uzce propojena
a systematicky vyuZiva jeji nastroje, matematika vsak pro ni zdstava prostied-
kem, nikoli cilem.

Vezméme ptiklad: Definujeme-li, Ze vyrok tvaru A—B bude pravdivy praveé
tehdy, kdyZ je vyrok A nepravdivy nebo je vyrok B pravdivy, stane se otazka,
je-li vyrok tvaru

(A—>(B—C))—>((A—>B)—(A—C))

pravdivy (bez ohledu na pravdivost nebo nepravdivost vyroku A, B a C), otazkou
prozkoumani disledkt naSi definice, a tedy v tomto smyslu otdzkou povytce
matematickou®. (V tomto konkrétnim piipadé jde samoziejmé o vysledek
matematicky dosti trivialni.) To, Ze odpovéd’ na ni je kladnd, pak ovSem neni
z hlediska logiky jako takové samo o sobé nijak zajimavé. Zajimavé se to stane
teprve pote, co se ukaze, jak lze symbol ,,—" s takto definovanymi vlastnostmi
nahlédnout jako idealizovanou variantu né&jakého prvku naSeho jazyka (tj.
naseho pfirozeného prostiedku formulovani argumenti, Gsudkt a dukaz) —
napiiklad spojeni ,,jestlize ... pak ...“. A to neni Zaddnou samoziejmosti. Logika
tedy neni matematikou, stejn¢ tak jako fyzika neni feSenim diferencidlnich
rovnic — jakkoli je moderni logika (stejné tak jako moderni fyzika) bez
matematickych metod neptedstavitelna.

Formalné-logicky model jazyka je tu tedy primarné proto, abychom skrze ngj
studovali — a potaZmo standardizovali — fakticky jazyk a faktické formy
usuzovani v ném. MuZeme se na n¢j samoziejmé podivat i jako na Cisté
matematickou strukturu, tj. odhlédnout od toho, z ¢eho jsme tuto strukturu
extrahovali a k ¢emu nam slouzi. To muZe byt nékdy, provadime-li jeji povytce
matematickd zkoumani, dokonce velice uziteéné — soustfedime-li se na Cisté
formalni aspekty této struktury, pak by nas informace o tom, jak a pro¢ se tato

8 Definujeme-1i implikaci tak jako vyse a ozna¢ime-li symbolem i funkci, ktera p¥ifazuje
pravdivostnim hodnotdam P a N hodnotu N a v8em ostatnim dvojicim pravdivostnich
hodnot P, stane se z otazky pravdivost uvedeného vyroku otazka toho, zda ma slozena
funkce, kterd pravdivostnim hodnotam x, y a z ptifadi hodnotu i(i(x,i(y,2)),i(i(x,y),i(x,2))),
pro vSechny argumenty hodnotu P.
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struktura vztahuje k né€emu mimo sebe, jediné rozptylovaly (a v horSim ptipadé¢
matly). Z&sadni je ovSem neustale rozliSovat ob& perspektivy, ze kterych
mizeme takovy model nahlizet: perspektivu, ze které jej vidime jenom jako
prostiedek, ktery nam zprostiedkovava zkoumani (pravidel) faktického jazyka
a faktického usuzovani, a perspektivu, ze které jej vidime jako vlastni pfedmét
naseho zkoumani (zatimco v prvnim piipadé se divame, dalo by se fici, skrz néj,
v tom druhém hledime spise jako by na ngj)°.

Studium formalné-logickych struktur oviem dava, jak se ukézalo zejména
v souvislosti s pievratnymi vysledky Kurta Gédela, vzniknout celému spektru
velice netrivialnich matematickych problémti; a tak Ize hovofit o viceméné zcela
novém odvétvi matematiky, matematické logice'®. Pak je ovsem tieba si
uvédomit, ze nakolik je matematickd logika soucasti matematiky, natolik to
vlastné neni logika v pravém slova smyslu — je to nejvySe nastroj logiky (jakkoli
je dnes tento nastroj pro logiku naprosto nepostradatelny).

My se v této knize budeme zabyvat prave takovymi vice ¢i méné idealizova-
nymi formalnimi modely jazyka, které byly sestaveny pro tcely logickych
zkoumani. (A a¢ budeme rozebirat jejich matematické vlastnosti, a tim se
pohybovat na poli matematické logiky, budeme tak vzdy ¢init na pozadi Gvah
0 schopnosti téchto logickych modelt zachytit pro logiku relevantni strukturu
jazyka.) Takovym formalnim jazykum budeme fikat logické pocty (Gi kalkuly).
Logicky pocet je tedy zaloZzen na néjakém formalnim slovniku a gramatice,
které muzeme vidét jako jakousi idealizovanou verzi néjaké Casti slovniku
a gramatiky pfrirozeného jazyka.

O idealizaci hovotime proto, ze vyrazy formalniho jazyka ptedstavuji
zjednodusené a ,zpiesnéné® verze vyrazi ¢i konstrukei pfirozeného jazyka. Tak
napfiklad jiz zminény operator implikace, ktery je chapan jako rekonstrukce
spojky ,jestlize ... pak ...“ v ramci klasické logiky, tvoii se dvéma vétami
pravdivou vétu prave tehdy, kdyz je prvni z nich nepravdiva nebo je ta druha
pravdiva. (Neni pochyb o tom, Ze takto se v pfirozeném jazyce spojka ,,jestlize
... pak ...” ¢asto chova — v mnoha piipadech se vSak také chova vice ¢i méné
jinak, casto napftiklad navic mezi spojovanymi vétami konstatuje néjakou
vécnou souvislost.) Jak uz jsme ale také konstatovali, takovéto idealizace se
mohou zpétné promitnout do nékterych forem faktického diskurzu.

% Viz o tom podrobngji Peregrin (1999, Kapitola 8; 2000a).
19viz napt. Sochor (2001).



16 1 Co ak cemu je logika?

Jestlize jsme tedy v piedchozim oddile konstatovali, Ze logika studuje
inferenéni strukturu jazyka, pak nyni mizeme konstatovat, ze moderni logika
tuto strukturu studuje — a standardizuje — prostiednictvim budovani jejich
matematickych modelui, logickych pocti.

1.3 Existuje jenom jedna, nebo vice logik?

Je tedy struktura, kterou logika studuje (a standardizuje), absolutni, a existuje
tedy jenom jedna logika, nebo se riizné jazyky mohou svymi strukturami lisit,
a existuji tedy netrivialn€¢ rGzné druhy logickych poctd? Na prvni pohled se
mize zdat, Zze vztahujeme-li takto logiku ke struktufe jazyka, vede to nevyhnu-
telné k bezbiehému relativismu. Copak nemohou mit rizné jazyky rtznou
strukturu? A neni ostatné to, Ze ma na$ jazyk tu strukturu, kterou ma, jenom
vysledkem ndhodnych historickych procesti? Nebudeme tedy mit tolik logik,
kolik je (potencialnich) jazyka?

Je tieba si uvédomit, Ze z toho, ze rizné jazyky se mohou riznymi zplisoby
lisit, neplyne, Ze by nebylo nic, co by dé¢lalo jazyk jazykem. Psi se také mohou
riznymi zpisoby li§it — a pfesto by asi stézi mohl existovat pes, ktery by mél
ploutve a Zil ve vodé, ¢i mél kiidla a 1étal ve vzduchu (v takovém piipadé¢ by to
totiZ proste nebyl pes); a podobné by tézko mohl existovat jazyk (ve skutecném,
nepteneseném smyslu toho slova), ve kterém by neexistovalo nic jako negace ¢i
jako konjunkce. Zda se, Ze ona inferen¢ni kostra, kterou si bere na musku logika,
patii k tomu, co déla jazyk jazykem, a co tedy musi tak ¢i onak obsahovat kazdy
jazyk hodny toho jména’.

To je duvod, pro¢ v logice nemtiZze vladnout zadny bezbiehy relativismus.
Znamena to tedy, Ze existuje jenom jedna logika? Ne tak docela. Logika, jak
jsme poznamenali, idealizuje a standardizuje: vede ostré hranice tam, kde

! piedstavme si, Ze bychom narazili na n&jaké dosud neznamé tvory, ktefi by vydavali
zvuky, které by mohly byt jazykem. Jak bychom zjistili, zda skuteéné pouzivaji jazyk,
nebo jenom vydavaji né&jaké signaly, jako mnoha zvifata ¢i ptaci? Zda se, ze at uz
bychom to prakticky uskutec¢nili jakkoli, stézi bychom jejich projevy oznacili za jazyk,
kdybychom v nich nedokdzali nalézt n&jaké obdoby onéch zékladnich struktur naSich
jazyka, které jsou tvofeny negaci, konjunkci atd. Tuto tvahu rozpracoval predevsim
Donald Davidson (1974) v ramci svého myslenkového experimentu s tzv. radikalni
interpretaci. Viz téZ Peregrin (1999, Kapitola 6).



J. Peregrin: Logika a logiky 17

V prirozeném jazyce nejsou, domysli a extrapoluje, ¢i nékdy dokonce vylepsuje
— a to vytvari prostor pro rizné druhy variant a alternativ. Ty jsou ovSem rtizné
povahy. Zaprvé, analyza inferenéni struktury muze jit do rizné hloubky:
muzeme se naptiklad zastavit na urovni, kdy se na nékteré vyroky divame jako
na dale nerozborné celky (¢imz vznikaji tzv. vyrokové pocty, kterymi se budeme
zabyvat v této knize), nebo mizeme jit hloubé&ji a analyzovat kazdy vyrok na
néjaké elementarnéjsi slozky (tim vznikaji tzv. predikatové pocty, kterym se
hodlame vénovat v jejim pokracovani).

Zadruhé, je tu jisty prostor pro alternativy i na téze Urovni abstrakce: tak
naptiklad mizeme predpokladat, ze vSechno, ¢im se budeme ochotni zabyvat
jako vyrokem, musi byt pravdivé ¢i nepravdivé (coz je konstitutivni pfedpoklad
klasické, dvojhodnotové logiky), nebo mizeme piipustit, ze existuji i vyroky,
které nejsou ani pravdivé, ani nepravdivé (pak méame logiku parcidlni ¢i
vicehodnotovou). Je ovSem ziejmé, ze v piirozeném jazyce véty, které nemaji
pevné pravdivostni hodnoty, existuji (napiiklad véty explicitné ¢i implicitné
odkazujici ke kontextu jejich uziti, jako napiiklad ,,J4 mam hlad*) — na druhé
stran¢ je vSak otazkou, zda nemlizeme vse, co lze vyjadrit pomoci takovych vét,
vyjadtit i pomoci vét, které pravdivostni hodnotu maji, a zda se tedy nelze
legitimné omezovat jen na né.

Muzeme také uvazovat o riznych variantach zakladnich logickych operatord.
Tak naptiklad v podstaté kazdy logicky pocet bude obsahovat n&jakou obdobu
spojky ,jestlize ... pak ... pfirozeného jazyka. Uziti této spojky v pfirozeném
jazyce je vSak natolik riznorodé, Ze se za jeji ,standardizované rekonstrukce*
mohou prohladovat operatory netrividlné rtizné. Spojeni ,,jestlize ... pak ... se
zda byt charakterizovano faktem, Ze z A a jestlize A, pak B vyplyva B; avSak
plati také naptiklad to, ze Jestlize A, pak B vyplyva z B? Zda se, ze v pfirozeném
jazyce toto neni tak zcela jednozna¢né; takze v jeho standardizované verzi
muzeme definovat jak implikaci, pro kterou toto plati (coz je ptipad implikace
klasické logiky), tak tu, pro kterou to neplati (jak je tomu napiiklad v ramci
relevanénich logik)™.

Z dnesni perspektivy se situace mutize jevit tak, Ze existuje jedna standardni ¢i
,klasicka® logika (na vyrokové a predikatové Urovni) a vedle ni celd fada
riaznych deviaci, ,neklasickych® logik. To se ostatné odrazi i v terminologii,

12 Filosofické problémy souvisejici s ,alternativnosti* logickych operatorii probira
Haackova (1996).
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kterou pouZzivaji ti, kdo o logickych systémech za hranicemi standardni logiky
piSi. Termin neklasické logiky ma v ndzvu jak jedina Ceska kniha, kterd se
tomuto tématu systematicky vénuje (Mleziva, 1970), tak zatim posledni
vyznamné kniha publikovana na toto téma v zahraniéi (Priest, 2001).

Tento pohled je oviem problematicky, protoZe navozuje zdani, Ze ,klasicka*
logika se vyvinula jako jakysi ,pfirozeny druh® a Ze jeji ,neklasické‘ alternativy
jsou né¢im druhotnym. Tak tomu vSak historicky nebylo. JiZ prvni filosof, ktery
se logikou systematicky zabyval, Aristotelés, povazoval za integralni soucast
logiky napftiklad to, co dnes spada do (,neklasické‘) modalni logiky. A i v ramci
moderni formalni logiky je vydé€leni ,standardni‘ logiky z ptivodné mnohem
nékdy kolem roku 1930*. Déivodem tohoto vydéleni pak byl piedeviim fakt, e
systém standardni logiky vykazoval nékteré velice pfijemné matematické
vlastnosti, které ostatni systémy postradaly.

Toto rozdé€leni na ,klasickou‘ a ,neklasickou logiku zacalo navic ponékud
matoucim zplisobem interagovat s rozdélenim na ,matematickou‘ a ,filosofic-
kou‘ logiku — néktefi logici totiz zacdali ztotoZiovat matematickou logiku
s (matematickym) studiem systému klasické logiky a filosofickou logiku
S (matematickym ¢i nematematickym) studiem vseho, co je za jeho hranicemi.
(Dokladem tohoto muize byt naptiklad Journal of Philosophical Logic, ve kterém
je béhem poslednich desetileti vétSina ¢lankli vénovana analyzam formalnich
systémil ,neklasickych* logik™.)

Domnivam se, ze jakkoli diivody, pro¢ piisuzovat systému standardni logiky
v ramci logické teorie vysadni misto, skute¢né existuji (vétSinu z nich shrnuji
Hajek a Sochor, 1998), vidét vSe za jejimi hranicemi jako pouhé kuriozity je
prosté nemistné. Mnohé logické systémy za hranicemi standardni logiky jsou
sama. (Chceme-li naptiklad, aby byl vztah mezi argumentaci, tak jak se obvykle
odehrava v piirozeném jazyce, a jeji logickou rekonstrukci hodné pfimogary™,

3 Viz Moore (1988).

4 Jinym dokladem je to, Ze zatimco Handbook of Mathematical Logic (Barwise, 1977)
se omezuje prakticky vyhradné na standardni logiku, chceme-li informace o logikéch za
jejimi hranicemi (at’ uz o jejich matematickych ¢i nematematickych aspektech), najdeme
je v Handbook of Philosophical Logic (Gabbay a Guenthner, 2002).

> Napriklad proto, aby bylo ,prekladani z prirozeného jazyka‘ do piislusného
formalné-logického jazyka viceméné mechanickou zélezitosti, svéfitelnou tfeba pocitaci.
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se standardni logikou vystaime stézi, protoze jeji syntakticka struktura je ve
srovnani se syntaktickou strukturou pfirozeného jazyka beznad€jné chuda.)
Navic protoze v Cesku se pojem matematickd logika vétsinou chépe vyse
uvedenym zplsobem, to jest jako matematicka zkoumani systému standardni
logiky, zatimco pojem filosofickd logika se chape jako logika ne-matematicka,
vznikéd v oblasti matematickych zkoumani logiky za hranicemi té standardni
jakasi zemé¢ nikoho.

1.4 O této knize

V této knize tedy vyjdeme ze standardni, klasické vyrokové logiky (v budoucnu
bych rad vydal pokracovani vénované predikatovym logikam); vystiihame se
vsak toho, abychom logiku redukovali pouze na ni. Probereme né&kterd jeji
mozna rozSiteni a nckteré jeji alternativy (na§ vycet ovSem nebude zdaleka
vy&erpavajici, zabyvat se nebudeme napiiklad linearni logikou'®, kvantovou
logikou*’, logikami zaloZzenymi na teorii her'® atd.). Nejpodrobngji se budeme
vénovat logikam modalnim, protoZe jejich sémantika, zaloZzena na ,moznych
svétech®, je jednak velice zajimavd z filosofického hlediska, a jednak, jak
uvidime, predstavuje néco jako paradigma sémantiky pro logiky za hranici té
standardni.

Prvni kapitola je vénovana vymezeni systému klasické vyrokové logiky
a prozkoumani jeho zakladnich vlastnosti, jako jsou korektnost, Uplnost,
rozhodnutelnost, kompaktnost atd. Kapitola kon¢i ivahami o zobecnénich, které
nds pak vedou, v dalSi kapitole, k Uvahdm o tom, o jakych zajimavych
modifikacich axiomatiky ¢i sémantiky klasické logiky by bylo mozné uvaZzovat.
Ve snaze klasické logické operatory trochu vice pfipodobnit tomu, co nachazime
v piirozeném jazyce, formulujeme takovou modifikaci axiomatiky klasické
logiky, kterd dava logiku intuicionistickou. V néasledné snaze dodat této
modifikaci axiomatiky vhodnou sémantiku pak probadame nékolik vicehodno-
tovych logik, abychom zjistili, Ze 7&4dna z jejich sémantik k intuicionistické
axiomatice nepasuje. V zavéru tieti kapitoly se budeme zabyvat jinou moznosti,

1% Girard (1987).
17 Beltrametti a Cassinelli (1981).
'8 Hintikka (1996).
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jak ptipodobnit logickou implikaci spojeni ,jestlize ... pak ..“ pfirozeného
jazyka, a formulujeme nékolik systémi souvislostni a relevancni logiky.

Nasledujici kapitolu za¢neme analyzou modalit (nutnosti a moZnosti)
a ukazeme, ze logika, kterd by meéla byt schopna tyto modality zachytit, se
neobejde bez nekone¢ného poctu sémantickych hodnot; a to takovych, které
tvoii Boolovu algebru a jsou nejpfirozenéji explikovany jako podmnoziny
néjaké zdkladni mnoziny, jejiz prvky mulzeme vidét jako ,mozné svéty‘.
Vybudujeme piislusny systém tzv. kripkovské sémantiky a dva axiomaticke
systémy: ,maximalni‘ modalni logiku S5 a ,minimalni‘ K. V paté kapitole se pak
budeme zabyvat nékterymi dal§imi variacemi na téma modalni logiky:
prozkoumame logiky, které jsou mezi K a S5 (T, B, S4), i logiky, které jsou jesté
slab$i nez K (S1, S2, S3), a naznac¢ime i moznost dalSich druhti modalnich logik.
Ukazeme také, jakym zpusobem lze jako odridy modalni logiky nahlédnout
i logiky temporalni a logiky deontické. V Sesté kapitole pak ukazeme, Ze
kripkovské sémantika je pouzitelna i pro n€které dalsi systémy vyrokové logiky:
konkrétné pro logiku intuicionistickou, pro logiky relevan¢ni a pro logiku
dynamickou. Z tohoto hlediska se tedy tento druh sémantiky jevi byt paradigma-
tickym.
obecnou, algebraickou teorii sémantiky vyrokovych logickych poéti a nazna-
¢ime, jak mohou byt standardné pouzivané sémantiky nahlédnuty jako jeji
specialni ptipady. V ramci dodatkt pak pojedname o nékterych dalSich tématech
souvisejicich s vyrokovou logikou a podavame také systematicky pichled

Kniha si klade za cil byt Gvodem do alternativnich systémui vyrokové logiky.
Nepiedpokladam tedy, Zze by k ni ¢tenat piichazel jiz s néjakymi specialnimi
znalostmi; a pro ty Ctenafe, jejichz zajem o problematiku nebude timto ivodem
zcela uspokojen, uvadim literaturu, s niz mize ve studiu pokracovat. Kniha
nicméné nema byt uvodem populdrnim, to znamend, Ze asi nebude pfistupna
tomu, kdo si nebude ochoten ldmat hlavu s mnohdy ne zcela jednoduchymi
matematickymi aspekty logickych systémt — pfedpoklada tedy jistou orientaci
v matematickém zplsobu uvazovani a vyjadiovani. V kazdém piipadé doufam,
ze bude uzitetna zejména pro studenty, ktefi s logikou pfijdou tak ¢i onak do
styku (tedy matematiky, informatiky, filosofy, teoretické lingvisty ap.), stejné
tak jako pro vSechny dalSi odborné zajemce.

Ctenat oviem také musi pfistoupit na to, Ze tato kniha je napsana ponékud
jinym zpusobem, nez jakym knihy o logice napsany byvaji. Takové knihy totiz
obvykle spadaji do jedné ze dvou nasledujicich kategorii. ,Matematici‘ je pisi
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tak, Ze logické systémy prost€¢ definuji a potom zkoumaji dasledky svych
definic; ajejich vysledky pak nemohou byt pomé&fovany ni¢im jinym nez
matematickou spravnosti jejich vyvozeni. ,Filosofové* je naopak obvykle piSi
tak, jako by logické systémy zachycovaly néco faktického (nejcastéji néjakou
danou, abstraktni realitu) a mély byt poméfovany tim, do jaké miry je toto
zachyceni vérné. Ja se, jak uz jsem naznacil vySe, domnivam, ze vztah mezi
logickym systémem a realitou je pon¢kud komplexng&jsi (a v jistém smyslu by se
dalo fici ,dialekticky*'®) — takovy systém sice musi, v posledni instanci, n&jak
zachycovat ¢i explikovat néco faktického (totiz vyplyvani v nasich pfirozenych
jazycich), av8ak diky pfipustné idealizaci mize mit velkou miru autonomie,
a Zije tedy i trochu svym vlastnim (,matematickym*) Zivotem. Na rozdil od vyse
uvedenych ,filosofii* se tedy spolu s ,matematiky‘ domnivam, ze dil¢i vlastnosti
logickych systému jsou prosté¢ zalezitosti naSich definic; avSak na rozdil od
,matematikii’ jsem spolu s ,filosofy presvédCen, Ze zarazeni takovych systému
do logiky je ospravedlnéno jenom natolik, nakolik Ize tyto systémy né&jak
uziteéné vztahnout k faktickému vyplyvani.

9 Viz 0 tom podrobn&ji Peregrin (1999, zejména Cast I1I).






2 Klasicky vyrokovy pocet

2.1 Syntax

Slovnik jazyka klasického vyrokového poctu (KVP) se sklada ze symbolti —, A,
v a —, kterym budeme fikat (vyrokove) operatory, plus neomezeného poétu
symboltl v, Vy, ..., kterym budeme fikat atomické vyroky. Vyroky KVP jsou
vymezeny nasledujici definici:

(i) Kazdy atomicky vyrok je vyrok;

(i) je-li A vyrok, je i —A vyrok (vyroku —A budeme tikat negace vyroku A);

(iii) jsou-li A a B vyroky, jsou i (AAB), (AvB) a (A—>B) vyroky (vyrokim
(AAB), resp. (AvB) budeme fikat konjunkce, resp. disjunkce vyroku Aa B;
a vyroku (A—B) pak implikace s antecedentem A a konsekventem B);

(iv) nic jiného, neZ co stanovi (i)—(iii), vyrokem neni.

Podle toho, jakou funkci maji z hlediska tvorby vyroki, miizeme symboly
jazyka KVP ziejmeé rozd¢lit do nasledujicich tii kategorii:

atomické vyroky;
unarni vyrokovy operator: — (vytvaii vyrok spolu s jednim vyrokem);
binarni vyrokové operatory: A, va —

(vytvéteji vyrok spolu se dvéma vyroky).

Timto jsme definovali syntax jazyka KVP: vymezili jsme, co je vyrokem tohoto
jazyka.

Abychom ucinili naSe zapisy ptehlednéjsi, budeme, jak je to v logice
napiiklad (AAB)A(CAD) namisto ((AAB)A(CAD)).

Vsimnéme si, ze pouzivame dva rozdilné druhy symbold: symboly jazyka
KVP (vi, Vo, =, A atd.) a symboly, které ndm slouzi k pojednavéani o tomto
jazyce a kterym budeme fikat parametry (zatim jsme vystaéili se dvéma, A a B,
ale pouZijeme i dal3i pismena abecedy a také indexovana pismena A;, A, ...).
Naptiklad AAB neni vyrokem KVP, je to jenom schéma, pod které spadaji
nékteré vyroky KVP, které jsou tohoto tvaru, tedy vSechny konjunkce, naptiklad
V1AV; G VoAV, ale | (ViAV)A(VIAV,) G (VivV2)A(Vi—Vs).
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Co to znamend, kdyz fikame, Ze je n¢jaky vyrok ,tvaru AAB®, je asi ziejmé;
pro potadek to ale rozebereme trochu podrobnéji. Kdo ma pocit, Zze zadné dalsi
rozebirani nepotfebuje, muze nasledujici pasaz vytiSténou mensSim pismem
(podobné¢ jako obdobné vytisténé pasaze dale v knize) preskodit.

Rekneme-li, Ze vyrok KVP ma tvar AAB, znamena to ziejmé, Ze ho lze ze znakového
fetézce ,AAB* ziskat tak, Ze se parametry A a B nahradi vyroky: naptiklad nahradime-li
parametr A atomickym vyrokem v, a parametr B atomickym vyrokem v,, dostaneme
ViAV,. Parametry ale mizeme nahrazovat nejenom atomickymi vyroky — nahradime-li
parametr A vyrokem v;vv, a parametr B vyrokem v;—V,, dostaneme opét vyrok tvaru
AAB, konkrétné (VivWp)A(Vi—V,). Tento posledni vyrok je ale ziejmé i tvaru
(AVB)A(A—B), a zfejmé plati, ze kazdy vyrok tvaru (AvB)A(A—B) je i tvaru AAB.
Existuje tedy jista hierarchie tvart, naptiklad:

(AAB)
schémata zachycujici
tvary vyrokit KVP
(AAB)AC
(VIAVAVL  (VIAV)A(VIAVY)  (ViAV)A(V1—V,) V1AV, vyroky KVP

Budeme-li chtit explicitné zapsat, jakym dosazenim dostaneme z AAB naptiklad vyrok
ViAV,, budeme psat A:v;; Biv,. Podobné dosazeni, kterym z AAB dostaneme
(AvB)A(A—B) (a jehoz existence tedy prokazuje, ze kazdy vyrok, ktery je onoho
druhého tvaru, je i toho prvniho tvaru), zapiSeme jako A:(AvB); B:(A—B).

Z hlediska vyrokové logiky nads ovSem nezajimaji jednotlivé atomické vyroky;
zajimaji nds jenom vyroky vybudované pomoci logickych operatort (a jejich logické
vztahy k jejich ¢astem a k jinym takovym vyroktim). O vyroky se tedy budeme zajimat
vyhradné z hlediska pravé jejich tvari. Budou néas zajimat jenom takové vlastnosti
jednotlivych vyrokt, které jsou invariantni vzhledem k zdménam atomt (tedy napiiklad
na vyroku v;—V, nas budou zajimat jenom takové vlastnosti, které sdili s vyroky v,—v,
v;—V3 atd. — tedy se viemi vyroky tvaru A—B). Proto se vlastné témét nebudeme bavit
0 vyrocich, ale jen o jejich tvarech, tedy fakticky o schématech, ke kterym budeme
ovsem casto pro jednoduchost odkazovat jako k vyrokim. Budeme-li tedy fikat
napiiklad ,vyrok A—B‘, bude to, pfisn¢ vzato, znamenat ,kazdy vyrok tvaru A—B‘,
budeme-li fikat ,(AAB)AC je tvaru (AAB)‘, bude to znamenat ,kazdy vyrok tvaru
(AAB)AC je i tvaru (AAB)* atd.
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S tim souvisi i to, Ze ackoli definici jazyka KVP prezentujeme jako vymezeni
jednoho, ,abstraktniho® jazyka, tento jazyk budeme Casto chapat spiSe jako prostredek
vymezeni urcitého typu konkrétnich jazykl. ProtoZze nic z toho, ¢im se budeme nadale
zabyvat, nezavisi na konkrétni povaze atomickych vyrokt, nebude nam nic branit si
namisto v,, V,, ... piedstavit néjaké faktické véty (jako jsou ,,1+1=2%, |V Cesku se vaii
pivo* atd.).

Vsimnéme si dale, jakym zpisobem jsme mnozinu vyrokd jazyka KVP
vymezili: nikoli tak, ze bychom prosté uvedli seznam vSech jejich prvki (to by
samoziejme ani neslo, protoze téchto prvkl je nekoneéné mnoho). Namisto toho
jsme stanovili, Ze je to nejmenSi mnoZina, ktera obsahuje vSechny atomické
vyroky a je uzaviena na ty zpusoby vytvareni vyrokll z vyrokl, které jsou
uvedeny v bodech (ii) a (iii) definice vyrokl. Toto vymezeni budeme nyni muset
respektovat, kdykoli budeme chtit ukazat, Ze maji vSechny vyroky né&jakou
vlastnost, nebo kdykoli budeme chtit néjakou vlastnost vyrokt definovat.

Jak bychom totiz mohli ukazat, Ze maji vSechny vyroky né&jakou vlastnost?
Opét samoziejmé¢ nikoli tak, Ze bychom je vSechny, jeden po druhém, prosli.
Musime postupovat indukci: ukazat, Ze vlastnost, o kterou jde, maji vSechny
atomickeé vyroky, a Ze kdykoli ji maji vyroky vstupujici do kterékoli z konstrukci
uvedenych v klauzulich (ii) a (iii) definice, ma ji i vyrok, ktery z této konstrukce
vystupuje. Stejné je to i s definovanim vlastnosti vyroka.

UkaZme si to na ptikladé definovani Ciselné charakteristiky r(A) vyroku A
udavajici pocet operatorti ve vyroku obsazenych. Jeji definice vypada nasledov-
né:

(i) je-li A atomicky, je r(A) =0;
(i) r(=A) =r(A) + 1;
(iii) r(AAB) = r(AvB) = r(A—>B) = r(A)+r(B)+1.

Hodnotu r(A) tedy stanovime nejprve pro atomické vyroky a potom udame
zpusob, jak ji spocitat pro kterykoli vyrok vytvofeny podle pravidel udanych
Vv klauzulich (ii) a (iii) z hodnot téch vyrokt, ze kterych je tento vyrok vytvoren.

V dalich oddilech se budeme zabyvat riznymi podmnoZinami mnoZiny
vyrok, které budou opét vymezeny analogickym ,rekurzivnim* zpisobem. Také
v jejich ptipadé tedy budeme muset postupovat, kdyz budeme dokazovat, Ze
vSechny jejich prvky maji néjakou vlastnost, ¢i kdyz budeme definovat néjakou
charakteristiku vSech té€chto prvkd, induktivng.
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2.2 Axiomatika

Tento oddil za¢neme terminologickou poznamkou: to, o ¢em se nyni chystame
pojednat, se v ucebnicich logiky obvykle schovava pod hlavickou syntax. Tomu
se vSak my zde chceme vyhnout, protoze to povazujeme za krajné zavadéjici: to,
co budeme probirat tady, je rozumné odlisit od syntaxe v tom slova smyslu,
Vv jakém jsme o ni hovoiili v pfedchozim oddile. Budeme tedy radéji hovofit
0 axiomatice.

Axiomem KVP nazveme kazdy vyrok, ktery je jednoho z nasledujicich tvaru:

(1) A—>(B—>A)

(2) (A—>(B—C))—>((A—>B)—>(A—C))
(3) (AAB)—>A

(4) (AAB)—B

(5) A—>(B—(AAB))

(6) A—~>(AvB)

(7) B—>(AvB)

(8) (A—>C)—((B—~C)—((AvB)—C))
(9) (A—B)—((A>—-B)—>—A)

(10) ——A—>A

Odvozovacim pravidlem KVP je pravidlo modus ponens (zkracené mp):
z vyroku tvaru A a A—>B odvod’ B (zkracené: A, A—>B / B).

Uvedené axiomy a odvozovaci pravidlo tvoti axiomaticky systém KVP.

Odvozenim vyroku A z vyroka Ay, ... A, (v ramci dané axiomatiky) se nazyva
posloupnost vyrokd, jejimz poslednim prvkem je A a jejiz kaZzdy prvek je bud'to
axiomem, nebo jednim z Ay, ... A, nebo je podle pravidla (mp) odvoditelny
z n¢jakych vyrokt vyskytujicich se v posloupnosti pfed nim. Vyrokiim Ay, ... A,
pak budeme fikat predpoklady tohoto odvozeni a vyroku A jeho zaver.
Existuje-li odvozeni A z Ay, ... A, pak budeme fikat, Ze je A z Ay, ... A,
odvoditelny. Odvozeni z prazdné mmnoziny ptedpokladti nazveme diikazem;
a vyrok, ktery ma diikaz, nazveme dokazatelny.
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Piikladem odvozeni je nasledujici cesta od (AAB) k B:

1. (AAB) piedpoklad
2. (AAB)—B axiom (4)
3.B z 1. a 2. pomoci (mp)

Jako poné¢kud mén¢ trivialni ptiklad uved’'me odvozeni A—»C z A—»>B a B—C:

1. A—B predpoklad

2.B—C predpoklad

3. (B—>C)—»(A—>(B—C)) axiom (1) [dosazeni A:(B—C); B:A]
4. A>(B—C) z 2. a 3. pomoci (mp)

5. (A—>(B—C))—>((A—>B)—(A—>C)) axiom (2)

6. (A>B)—>(A—C) z 4. a 5. pomoci (mp)

7.A—>C z 1. a 6. pomoci (mp)

Odvoditelnost budeme obecné chéapat jako vztah mezi mnoZinami vyrokl
a vyroky: z mnoziny vyroki M je odvoditelny vyrok A, existuje-li odvozeni A
z néjakych vyrokd, které patii do M. Namisto

A je odvoditelny z Ay, ..., A,
bychom tedy méli spravné psat
A je odvoditelny z {Ay, ..., An},
my se viak budeme drZet toho prvniho, jednodussiho zapisu.
Vyrok se nazyva teorémem, je-li dokazatelny, tj. odvoditelny z prazdné

mnoziny. Teorémy tedy tvoifi podmnozinu mmnoziny vyroki, kterd obsahuje
mnozinu axiomd:
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vyroky

teorémy

Jak plyne z nasledujiciho dikazu, kazdy vyrok tvaru A—A je teorémem:

1. (A—>((A—>A)>A))>((A—>(A—A))—(A—A))
axiom (2) [A:A; B:(A—A); C:A]

2. A>((A—>A)—A) axiom (1) [A:A; B:(A—>A)]
3. (A>(A—A))—>(A—>A) z 2. a 1. pomoci (mp)

4. A>(A—>A) axiom (1) [A:A; B:A]

5. A-A z 4. a 3. pomoci (mp)

Je ziejmé, Ze jakmile jednou ukaZeme, ze je néjaky vyrok teorémem, mizeme jej
nadale v dukazech pouzivat stejnym zpusobem, jakym pouzivame axiomy.
K tomu potfebujeme né&jaky systém odkazovani na jiz dokdzané teorémy;
budeme je tedy znacit Cisly, kterd budou uzaviena v hranatych zavorkach (na
rozdil od axiomt, které jsou znageny &isly v zavorkach kulatych)®. Zatim jsme
dokazali

[1] (A—A).

Pov§imnéme si, Zze v dikazu tohoto teorému jsme nepouzili jiné axiomy nez (1)
a (2) a pravidlo (mp). To znamend, ze [1] by byl krom¢ KVP i teorémem

2 yiechny takto &islované teorémy jsou pro usnadnéni orientace rekapitulovany v do-
datku D.
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kazdého jiného vyrokového poctu, ktery by s KVP sdilel tyto dva axiomy
a pravidlo.

Radky v nasich odvozenich, které jsou vysledky uziti pravidla (mp), maji, tak
jak jsme je dosud zapisovali, na pravé stran¢ Cisla onéch dvou ptedchozich
fadku, na které bylo pravidlo (mp) aplikovano, doprovazena ozna¢enim tohoto
pravidla. Nase zapisy se podstatnym zplisobem zjednodusi, kdyz na tomto miste
povolime kromé cisel fadkd uZzivat i pfimo Cisla axioml a teorémil. Navic
vzhledem k tomu, Ze odvozovaci pravidlo mame jenom jediné, nemusime jej
explicitné¢ uvadét. Naptiklad vyse uvedené odvozeni A—>C z A—»B a B—C se
nam timto zplsobem zkrati na nasledujici (v némzZ nyni fadek 3 nahrazuje
puvodni fadky 3 a 4 a fadek 4 nahrazuje pivodni 5 a 6):

1. A—>B predpoklad
2.B—C predpoklad
3. A>(B—>C) 2., (1)

4. (A—>B)—>(A—C) 3.,(2)

5. A—C 1., 4.

Obecnéji, mame-li jiz odvozen vyrok tvaru A;—(A—...(Ar1—A))...) @ vyroky
A4, ..., A, muZeme zjevné dale odvodit A,. Anotujeme-li tedy fadek v odvozeni
nékolika ¢isly fadkt, axiomt nebo teorémi, bude to znamenat, Ze vyrok na
tomto fadku lze odvodit z vyrokid uvedenych ¢isel pomoci opakovaného uziti
modu ponens. Tak mizeme pfedchozi odvozeni dale zkratit na:

1. A—>B predpoklad
2.B—>C predpoklad
3. A—>(B—>C) 2., (1)

4. A—>C 3.,1.,(2)

Plati ovSem nikoli jenom to, Ze kdykoli mame teorém tvaru A—B, mizeme
z A odvodit B; jak se da ukazat, plati to i opa¢né: kdykoli mizeme z A odvodit B,
je A—>B teorémem. Duikaz tohoto tvrzeni ovSem neni trividlni. Obvykle se
provadi tak, Ze se ukaze, ze mame-li odvozeni B z A, pak pro kazdy vyrok C
vtomto odvozeni musi byt teorémem vyrok A—C; a protoze B do této
posloupnosti také patii (jako jeji posledni prvek), musi byt teorémem i A—B.
Obecnéji plati, Ze muzeme-li z A, ... A, odvodit A, pak miZzeme z A;, ..., Ans
odvodit A\—A, z A, ... Ar» tedy miizeme odvodit A,_;1—(A,—A), a nakonec
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Z ni¢eho muzeme odvodit A;—(...(A,—A)...) — tento posledni vyrok je tedy
teorémem.

Exaktni dikaz tohoto tvrzeni, kterému budeme fikat véta o dedukci, ponechame do
oddilu 2.5.1; ted’ si jenom pomoci piikladu ukaZeme obecny princip transformace
odvozeni Az Ay, ..., A, na odvozeni (A,—A) Z A, ..., An1.

Vezméme (nezkracené) odvozeni A—»C z A—B a B—C, které jsme provedli vys3e,
a ukazme, jak ho transformovat na odvozeni (B—>C)—(A—C) z A—B. V tomto kon-
krétnim ptipadé tedy bude n=2, A,_; bude B—C a A, bude A—C. Transformaci prove-
deme nésledovné:

1. Radek i s predpokladem A,_y, kterého se chceme ,zbavit* (to jest v nagem piipadé
fadek 2 s pedpokladem B—C), zménime na i" s vyrokem A,1—>A,; (v naem piipads
tedy na 2" s (B—>C)—(B—C)), s odkazem na teorém [1].

2. Za kazdy jiny fadek i, na kterém je uveden piedpoklad nebo axiom D (v naSem
piipadé tedy 1, 3 a 5), pridame fadek i” s vyrokem A, ;—D (napfiklad v pipadé naseho
tadku 1. tedy pridame tadek 1°. (B—>C)—(A—B)), ktery je z D odvoditelny s pouZitim
axiomu (1).

3. Kazdy fadek i, na kterém je vyrok D ziskany pomoci (mp) z vyroki na fadcich j
a k, nahradime fadkem i" s vyrokem A,_;—D, jakoZto vysledkem pouZiti axiomu (2) na
vyroky uvedené na fadcich j ak’.

Vysledné odvozeni (B—>C)—(A—C) z A—B tedy bude vypadat nasledovné

1. A—>B predpoklad

1", (B—>C)—(A—B) 1., (1)

2". (B»C)—>(B—C) [1]

3. (B>C)—»(A—(B—C)) (1) [A:(B—C); B:A]
3". (B—>C)—((B—~C)—(A—>(B—C))) 3, (1)

4. (B>C)—>(A—>(B—C)) 2°.,3,(2)

5. (A—>(B—C))—>((A—>B)—>(A—C)) 2

5", (B—>C)—((A—>(B—C))—((A—>B)—~>(A—C))) 5., (1)

6". (B>C)—((A—>B)—(A—C)) 4°.,5.,(2)

7. (B>C)—>(A—C) 17,67, (2)

(Toto odvozeni by ovéem $lo dale zkratit — fadky 2", 3" a 4* bychom mohli prosté
vypustit, protoze vyrok 4 je totozny s vyrokem 3.) Jako cvifeni ponechame dalsi
transformaci tohoto odvozeni na odvozeni vyroku (A—B)—((B—~C)—(A—C)) z ni¢eho.

Z véty o dedukci a z faktu, Ze vyrok je A—>C odvoditelny z vyroki A—B
a B—C, tedy plyne, Ze teorémem je vyrok
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[2] (A—>B)—((B—>C)—(A—QC)).

Podobn¢ miizeme na zaklad¢ véty o dedukci jednoduse nahlédnout i platnost
dalsich teorému. Snadno se napiiklad z A—(B—C), B a A odvodi C:

1. A»(B—C) predpoklad
2.A predpoklad
3.B—>C 2., 1.
4.B predpoklad
5C 4., 3.

Podle véty o dedukci je tedy teorémem
[3] (A—>(B—C))—>(B—>(A—C)).
Obdobné snadno dokazeme i
[4] (A—>(A—B))—(A—B).

Vsimnéme si, ze dikaz véty o dedukci (ktery jsme zatim ov§em jenom naznacili)
vyuZiva pouze axiomy (1) a (2) a pravidlo (mp). Kromé toho ovSem vyuZziva
i faktu, Ze (mp) je jedinym odvozovacim pravidlem KVP - takze muzeme
zobecnit, ze véta o dedukci bude platit v kazdém vyrokovém poctu, ktery bude
s KVP sdilet axiomy (1) a (2) a ktery bude mit, stejné tak jako KVP, jako jediné
odvozovaci pravidlo modus ponens. Mezi teorémy kazdého takového vyrokové-
ho poétu tedy budou i [2], [3] a [4].

Jako piiklad ponékud komplikovangjsiho ditkazu si nyni uved'me dikaz
teorému

[5] Av—aA,

neékdy zvaného zakon vylouceni tietiho:

2. A>(Av—A) (6)
3. (A (Avh))—>(o(Av—A)— (A (Av—A))) (1)
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5. (A—>(Av—A))>((A—>—=(Av-A))—>—A) 9)

6. =(Av—=A)—>((A>—=(Av—A))>—-A) 4.5, [2]
7. (A>—=(Av—A))—>(—(Av—A)—>—A) 6., [3]

8. =(Av—A)—>(=(Av—A)—>—A)) 1.,7.,[2]
9. ~(Av—A)>—-A 8., [4]

10. =(Av—A)—>(-A—>—=(Av—-A)) (1)

11. —-A—>(Av—A) (7

12. (-A—>(Av—A))>(—(Av—=A)>(-A—>(Av—=A))) (1)

13. =(Av—A)—>(=A—>(Av—A)) 11.,12.

14. (=A—>(Av—A))>((-A>—(Av—-A))>——A) 9)

15. =(Av—=A)—>((-A—>—(Av—A))>——A) 13.,14., [2]
16. (-A—>—=(Av—A))—>(—=(Av—A)—>——A) 15., [3]

17. —=(Av—=A)—>(—(Av—-A)>——A) 10., 16., [2]
18. —~(Av—A)>——A 17., [4]

19. (=(Av—A)>—=A)>((—-(Av—=A)>——A)>——(Av—=A))  (9)
20. (—(Av—=A)>——A)>——(Av—A) 9., 19.

21. ——(Av—A) 18., 20.

22. —=—(Av—A)—>(Av-A) (10)

23. Av—A 21.,22.

Mnozinu vyrokui nazveme axiomaticky konzistentni, nelze-li z ni odvodit
Zadny vyrok spolu s jeho negaci. Jsou-li z néjaké mnoziny vyrok odvoditelné
uplné vSechny vyroky KVP, je tato mnozina zfejmé axiomaticky nekonzistentni
(protoZe pak z ni je odvoditelny dokonce kterykoli vyrok i se svou negaci). Co
vsak neni zfejmé, je, Zze plati i opak: jakmile neni mnozina axiomaticky
konzistentni, lze z ni vyvodit vSechny vyroky KVP. (To znamen4, Ze axiomatic-
kou konzistenci by bylo mozné ekvivalentné definovat i tak, ze mnoZina je
axiomaticky konzistentni pravé tehdy, kdyz z ni nejsou vyvoditelné vsechny
vyroky.)

To, ze jsou z kazdé axiomaticky nekonzistentni mnoziny odvoditelné
vSechny vyroky, plyne z faktu, Ze z A a —A je odvoditelny libovolny vyrok B:

LA ptredpoklad
2. —A predpoklad

4. —-B—>—A 2., (1)
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5. —B 3.4,(09
6.B 5., (10)

Tim jsme také dok&zali teorém
[6] -A—(A—B).

Dokazme na zavér tohoto oddilu jesté nékolik teorémt, které budeme pozdéji
potfebovat. Nejprve dokazme

2. (A>—-A)>((wA>A)»>—A) 1, [3]

3. —A—>—A [1]

4. (-A—>A)>——A 3., 2.

5. A>(—A—>A) (1)

6. A>——A 5,4, 2]

Tento teorém spolu s axiomem (10) fikaji, ze dvé negace se navzajem ,vyrusi‘:
——A je ekvivalentni s A (v tom smyslu, Ze ——A je odvoditelny z A a naopak).
Teorém

nyni dokdZzeme tak, Ze dokazeme, Ze z A—B je odvoditelny —B—>—A:

1. A—>B predpoklad
2. (A>B)—>((A—>—B)—>—A) 9)

Déle dokdZeme, Ze naopak z —B——A je odvoditelny A—B, a Ze je tedy
teorémem i
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1. -B->—A predpoklad
2. (-B—>—-A)—>((—-B—»>——A)>——B) 9

3. (-+B—»>——A)—»——B 1,2

4. —B—B (10)

5. (-B—>——A)—B 3.4, 2]
6. =—A—>(—B—>—A) (1)

7. —A—>B 6., 5., [2]
8. A>——A [7]

9. A—>B 8.,7.,[2]

Nésledujici dva teorémy jsou variacemi na téma axiomu (9); dokazeme je
predvedenim odvozeni, ze kterych plynou podle véty o dedukei.

[10] (-A—>—B)—>((—A—B)—>A):

1.—-A—>—-B predpoklad
2. (-A—>—B)—>((-A—>——B)—> ——A) 9)

3. (-A—>——B)>——A 1,2

4. ——A—>A (10)

5. (-A—>——B)—>A 3.4, 2]
6. B>—B [7]
7.—A—>B piedpoklad
8. -A—>——B 7., 6., [2]
9.A 8., 5.

[11] (A—>B)—((—-A—B)—B):

1. (-B—>—-A)—((—-B—A)—>B) [10]
2.A—B predpoklad
3. -B—>—A 2., [8]

4. (-B—A)—B 3., 1
5.—A—B predpoklad
6. -B—>——A 5., [8]

7. ——A—>A (10)

8. -B—A 6., 7., [2]
9.B 8., 4.
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Vime jiz, Ze (A—B) je odvoditelny jak z B (axiom (1)), tak z —A (teorém [6]).
Nyni ukédZzeme, Ze z A, —B je odvoditelny —(A—B)

[12] A>(—B—>—(A—B)):

1. (A—>B)—>(A—B) [1]

2. A>((A—>B)—B) 1., [3]

3. (A—>B)—>B)—(—B—>—(A—B)) [8]

4. A—»(—B—>—-(A—B)) 2.,3.,[2]

Poslednim teorémem, ktery dokazeme, je

[13] —(A—B)—>A:

1. -A—>(A—B) [6]

2. -(A—>B)—»>——A 1., [8]

3. —A—>A (10)

4. -(A—>B)—>A 2.,3.,[2]

2.3 Sémantika

Interpretaci jazyka KVP nazveme takové piifazeni jedné ze dvou pravdivostnich
hodnot P (pravda) a N (nepravda) kazdému vyroku, Ze:

(i) negaci —A je prifazena hodnota P prave tehdy, kdyz je vyroku A pfifazena
hodnota N;

(ii.i) konjunkci AAB je piifazena hodnota P pravé tehdy, kdyz je hodnota P
pfifazena vyrokiim A i B;

(ii.if) disjunkci AvB je pfitazena hodnota N pravé tehdy, kdyz je hodnota N
pfifazena vyrokiim A i B;

(iii.iii) implikaci A—>B je ptifazena hodnota N pravé tehdy, kdyz je vyroku
A ptifazena hodnota P a vyroku B hodnota N.

Z definice interpretace je ziejmé, Ze pravdivostni hodnota sloZzeného vyroku je
pii kazdé interpretaci spocitatelnd z pravdivostnich hodnot jeho (bezpro-
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sttednich) podvyrokd. Tuto pravdivostni hodnotu totiz mizeme pro vyrok
kteréhokoli tvaru spocitat pomoci nasledujicich tabulek:

A [B] AB AlB[AB A[B[A>B
Al-Al P[P P PP P PP P
P| N PIN| N PIN]| P PIN| N
N[ P N[{P| N N|{P| P N[P[ P
N|N| N N|N|[ N N|N|[ P

Pokud nejsou bezprosttedni podvyroky slozeného vyroku atomické, jsou jejich
pravdivostni hodnoty spocitatelné zase z pravdivostnich hodnot podvyroku
téchto podvyroki; a nakonec je tedy pravdivostni hodnota kazdého sloZeného
vyroku spocitatelna z pravdivostnich hodnot vSech jeho atomickych podvyroku.
Ziejmé také plati, Ze mame-li libovolné piifazeni pravdivostnich hodnot v§em
atomickym vyrokiim jazyka KVP, existuje jeden a jenom jeden zpuUsob, jak jej
rozsifit na interpretaci celého jazyka KVP.

Vyrok KVP nazveme tautologii, jestlize mu kazda interpretace pfitazuje
hodnotu P; a nazveme jej kontradikci, pfitazuje-li mu kazda interpretace N.
Ohrani¢ime-li mnoZiny vyroki, kterym jednotlivé interpretace pfifazuji P,
carkovang, a mnozinu tautologii tu¢né, vypada cela situace nasledovne:

Na prvni pohled nemusi byt ziejmé, Ze viibec néjaké tautologie ¢i kontradikce
existuji. Tautologii rozhodné neni z&dny atomicky vyrok, ani zadnd negace
atomického vyroku, ani konjunkce ¢i disjunkce atomickych vyroku. Tautologii
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by ovSem ziejmé byla disjunkce vyroku A s vyrokem, ktery by mé¢l hodnotu P
pti kazdé interpretaci, pii které by mel A hodnotu N — a takovym vyrokem je
—A. To znamena, Ze piikladem tautologie je Av—A. A negace tohoto vyroku, tj.
—(Av—A), je zfejmé prikladem kontradikce.

Fakt, Ze je pravdivostni hodnota kazdého vyroku spocitatelna z pravdi-
vostnich hodnot jeho atomickych podvyroki, nam soucasné dava navod, jak
zjistit, zda je dany vyrok tautologii: pomoci tabulek spocitame pravdivostni
hodnoty zkoumaného vyroku pro vSechna mozna pfifazeni pravdivostnich
hodnot jeho atomickym slozkam a zjistime, zda nam vzdy vyjde P — pokud ano,
vyrok tautologii je, pokud ne, tautologii neni (nebot’ v takovém piipad¢ ziejme
existuje interpretace, ktera mu pfifazuje N).

Uvazme napiiklad vyrok (A—(B—C))—>(B—(A—C)) — jeho pravdivostni
hodnoty pro vSechna mozna ohodnoceni jeho atomickych podvyrokti A, B a C
milzeme postupné spocitat tak, jak je to zaznamenano v nésledujici tabulce:

A|B|C|B—>C|A—>(B—>C)|A>C|B—>(A>C) | (A>(B—-C))—>(B>(A>C))
P|P|P| P P P P P
PI{P{N[ N N N N P
PIN|P| P P P P P
PIN|[N|[ P P N P P
N[P[P| P P P P P
N[P[N| N P P P P
N[N[P| P P P P P
N[N[N| P P P P P

Tento vyrok je tedy tautologii.

Pravdivostni tabulkou vyroku daného tvaru nazveme tabulku zachycujici
zavislost pravdivostni hodnoty tohoto vyroku na jeho &astech odpovidajicich
parametrim tohoto tvaru. (Napfiklad pravdivostni tabulka vyroku tvaru
(A—>(B—C))—(B—(A—C)) by se skladala z prvnich tii a posledniho sloupce
pravé uvedené tabulky.) Pravdivostni tabulkou vyrokového operatoru budeme
rozumét pravdivostni tabulku vyroku vzniklého spojenim tohoto operatoru
S ptislusSnym poctem parametri — naptiklad pravdivostni tabulkou konjunkce
tedy budeme rozumét pravdivostni tabulku vyroku AAB.

Rekneme, Ze vyrok A vyplyva z mnoziny M vyrokd, jestlize kazda interpreta-
ce, ktera ptifazuje vSem prvkiim M hodnotu P, ptifazuje hodnotu P i vyroku A.
Namisto
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Avyplyva z {A,, ..., A},
budeme oviem psat jednoduseji
Avyplyvaz Ay, ..., A,.

Je-li mnozina M préazdnd, vyplyva z ni A pravé tehdy, kdyZz je mu hodnota P
piitazena kazdou interpretaci, to jest kdyZ je tautologii. Rekneme, e mnozZina
vyroktl je sémanticky konzistentni, existuje-li interpretace, ktera vSem prvkim
této mnoziny pfifazuje hodnotu P. VSimnéme si, Ze mnozina je sémanticky
konzistentni pravé tehdy, kdyZ z ni nevyplyva zadny vyrok spolu se svou negaci.
(ProtoZze zadna interpretace nepiifazuje zadnému vyroku stejnou pravdivostni
hodnotu jako jeho negaci, mize vyrok spolu se svou negaci z mnoziny vyrokt
vyplyvat jenom tehdy, kdyZ je tato mnoZina sémanticky nekonzistentni; a tehdy
z ni také vyplyva.)

Zasadnim vysledkem, ktery budeme dokazovat v oddilu 2.5, je to, Ze se
axiomatické pojmy teorému a odvoditelnosti kryji se sémantickymi pojmy
tautologie a vyplyvani. To znamend, ze vyrok KVP je teorémem pravé tehdy,
kdyz je tautologii, a Ze vyrok je odvoditelny z n&jakych jinych vyrokd pravé
tehdy, kdyZ z nich vyplyva. Znamena to také, Ze mnozina vyroku je axiomaticky
konzistentni pravé tehdy, kdyZ je konzistentni sémanticky.

Piedstavme si, ze pravdivostnimi hodnotami P a N jsou ¢isla 1 a 0 (s nimi se
ostatné v ucebnicich logiky pravdivostni hodnoty Casto ztotoziiuji). Tim se ndm
pravdivostni hodnoty uspofadavaji: plati totiz, ze 1 je vétsi nez 0, tj. P > N.
(Toto usporadani si mizeme piedstavit jako udavajici ,miru pravdivosti‘: pravda
je pravdivéjsi neZ nepravda.) Ozna¢ime-li pravdivostni hodnotu vyroku A jako
|A|, mizeme pravdivostni tabulky pro konjunkci, disjunkci a negaci vyjadfit
nasledujicimi jednoduchymi vzorci, kterym budeme fikat numerické charakte-
ristiky operatort KVP:

|AAB| = min(/Al[B]),
|AVB| = max(|A],B]),
[-Al = 1-]Al.

Slovné je miizeme vyjadrit také tak, ze konjunkce je pravé tak pravdiva jako ten
méné pravdivy z jejich konjunkti; disjunkce jako ten pravdivéjsi z jejich
disjunktd a pravdivost negace je rovna tomu, co do pravdivosti chybi vyroku,

ktery je negovan.
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Pro implikaci nemame Z&dny takto jednoduchy vzorec, protoZze ale plati
|A—B| = |-AvB|, musi platit

IA—>B| = max(1-JA|,|B]).

Vztah mezi pravdivostni hodnotou implikace a pravdivostnimi hodnotami jejiho
antecedentu a konsekventu miizeme ovSem zachytit i jinak, napiiklad vzorcem:

|A—B| =1, jestliZe |A| < |B|
=0, jinak.

Slovné vyjadieno, implikace je pravdiva pravé tehdy, kdyZ je jeji konsekvent
alespon tak pravdivy jako jeji antecedent.

Existuje samoziejmé vice pravdivostnich tabulek nez ty, které odpovidaji
naSim operatorim —, A, v @ —. To nas muze vést k Gvahdm o obohaceni jazyka
KVP 0 nové operatory, jejichz sémantika by byla dana takovymi tabulkami.
Piedstavme si napiiklad, Ze bychom chtéli zavést novy binarni operator <> tak,
aby byl vyrok A<>B pravdivy pravé tehdy, kdyz maji A a B tutéz pravdivostni
hodnotu. Odpovidajici pravdivostni tabulkou by ziejmé byla

A B ] AcB
PP P
PIN| N
NP N
NN P

Pomoci piislusnych tabulek se snadno piesvédéime, ze tutéZ tabulku bychom
dostali pro vyrok (A—>B)A(B—A), a také pro vyrok —((A—>B)—>—(B—A)). Tyto
tfi vyroky jsou tedy ekvivalentni v tom smyslu, ze maji pii kazdé interpretaci
stejnou pravdivostni hodnotu — z hlediska sémantiky KVP tak ,fikaji totéz‘. Ke
kazdému vyroku, ktery obsahuje <>, tudiz existuje ekvivalentni vyrok, ktery
tento novy operator neobsahuje — a zavedenim <> tak v tomto smyslu dostavame
jenom novou formu vyjadieni néceho, co uz jsme v jazyce jinym zplsobem
vyjadiit dokazali.

Mohli bychom pfidat operator s pravdivostni tabulkou, kterou by nebylo Ize
,vyrobit* z téch jiz existujicich? Podivejme se nejprve na operatory unarni.
Ziejm¢ existuji Ctyfi rlizné moznosti, jak piifadit dvé pravdivostni hodnoty
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dvéma pravdivostnim hodnotam, to jest ¢tyfi potencialni pravdivostni tabulky
pro unarni operator. V. KVP mame zatim jediny, totiZ negaci — zkusme tedy
pridat zbyvajici tii:

Al (A Al A AllA
PN Pl P Pl P
N[ N N| P N[ N

Snadno nahlédneme, ze kazdy z takto zavedenych novych vyroki je ekvivalentni
n¢jakému vyroku, ktery jiz v  KVP mame, konkrétné (A je ekvivalentni
napiiklad —(A—A), JA je ekvivalentni A>A, a | A je ekvivalentni A. Zadny
skute¢né novy unarni operator tedy pfidat nemtzeme.

Obecnéji se ukazuje, ze jakykoli novy operator jakekoli arity (to jest nejenom
unarni a bindrni, ale obecné n-arni) lze vyjadfit pomoci operatord, které uz
mame. To exaktné dokazeme v oddile 2.5.4, tady si uved'me jenom piiklad.
Vezméme ternarni operator O definovany nasledujici tabulkou:

ATBTCTOMABC
PP P N
PPN N
PIN|P P
PININ N
N[P|P P
NP [N P
NIN[P N
N|N]|N N

Vyrok O(A,B,C) ma tedy hodnotu P pro ta pfifazeni pravdivostnich hodnot
vyrokim A, B a C, ktera jsou uvedena na tfetim, patém a Sestém fadku.
Konkrétné je O(A,B,C) pravdivy pravé tehdy, kdyz jsou A a C pravdivé a B
nepravdivy, nebo je A nepravdivy a B i C jsou pravdivé, nebo jsou A a C
nepravdivé a B je pravdivy. Z toho, jak snadno nahlédneme, vyplyva, Ze
O(A,B,C) je ekvivalentni vyroku

(AA=BAC)V(—AABAC)v(-AABA—-C).
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Navic Ize ukazat, Ze operatory A a v lze vyjadfit pomoci operatori — a —. Plati
totiZ, Ze AvB ma stejnou tabulku jako —A—B, zatimco AAB ma stejnou tabulku
jako —(—Av—B), a potazmo tedy jako —(A——B). To znamena, Ze bychom
v jazyce KVP vystacili s operatory — a — a kterykoli jiny operator mohli zavest
jenom jako notaéni zkratku:

(AvB) =p¢r. (-A—B),

(A/\B) =Def. —|(A—)—|B),

(A<>B) =per. =((A—>B)—>—=(B—A))
atd.

Alternativné by bylo mozné vyjadfit vSechny operatory pomoci A a —, nebo také
pomoci v a — (jak, to ponechavame jako cvi¢eni). Faktu, ze kazdy myslitelny
operator mtizeme definovat pomoci téch, které jiz v KVP mame, budeme fikat
denotacni nasycenost KVVP.

2.4 Alternativni axiomatizace

Fakt, ze sadu logickych operatord KVP muzeme zredukovat na — a —, otevird
cestu i ke zjednodu3eni naSeho axiomatického systému. (To, Ze jsou sémanticky
ekvivalentni vyroky ekvivalentni i z hlediska axiomatiky, plyne z jiZ avizované
obecné ekvivalence axiomatiky a sémantiky, kterou dokdzeme pozdéji.)
Prohlasime-li kazdy vyrok tvaru AvB jenom za zkraceny zépis vyroku —A—B,
muzeme z naSeho seznamu axiomu Skrtnout (6)—(8); a podobné prohlasime-li
vyrok tvaru AAB za zkraceny zapis vyroku —(A——B), miizeme $krtnout i (3)-
(5).

To plyne z nasledujici tvahy. Vezméme napiiklad axiom (3), to jest vyrok
(AAB)—A.

Vyjadiime-li konjunkci pomoci negace a implikace, dostavame
—(A—>—B)—>A.

Tento vyrok je teorémem KVP, konkrétné specidlnim ptipadem teorému [13],
ktery byl dokazan bez pomoci axiomi (3)—(8); takZe i kdyz axiomy (3)—(8)
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Skrtneme, bude (AAB)—A, jakoZto zkratka za —(A——B)—A, nadale teorémem,
a na nasi mnoziné teorému se tedy nic nezméni. Podobné tomu bude i se vSemi
ostatnimi axiomy tykajicimi se konjunkce a disjunkce.

Tim Ize nd$ plvodni axiomaticky systém (jedna se o systém pouZivany
Kleenem, 1967) zredukovat na axiomy (1), (2), (9) a (10). Déle se oviem
ukazuje, ze (9) a (10) miizeme nahradit axiomem

(11) (-A—>—B)—((—-A—>B)—>A)).

Abychom dokazali, Ze jsou v axiomatickém systému tvofeném (1), (2) a (11)
dokazatelné tytéz teorémy jako v tom piivodnim, ziejmé staci, kdyz ukdzeme, ze
jsou v ném dokazatelné (9) a (10). Dukaz (10) je nasledujici (vSimnéme si, Ze
z diive dokazanych teorému jsou pouzity jenom ty, jejichz dikaz se neopiral
0 jiné axiomy nez (1) a (2)):

1. (A->——A)>((-A>—-A)>A) (11)

2. (A>—=A)>((-A>——A)>A) 1., [3]

4. (-A—>——A)—>A 3, 2.

5. ——A—>(—-A>—A) (D)

6. ——A—>A 5.,4.,1[2]

To, Zze je dokazatelny i (9), ukdzeme prostfednictvim odvozeni —A z A—B
a A—>—B (nyni jiz ovSem miiZeme pouzivat i axiom (10)):

1. A—>—-B predpoklad
2. ——A>A (20)

3. —A—>—B 2,1.,[2]
4. (—+——A—>—-B)—>((——A—>B)—>—-A) (1)

5. (w——A—>B)>—A 3., 4.

6. A—>B predpoklad
7. —A—>B 2., 6., [2]
8. -A 7., 5.

Tim dostavame systém, ktery pouziva napiiklad Mendelson (1964). EXxistuje
ovSem i cela fada dalSich ekvivalentnich axiomatickych systémd. Z téch, které
berou, tak jako my, za primitivni operatory — a —, uved’'me jesté systém, ktery
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uZiva Tarski (1965). Tento systém se sklada z nasledujicich ¢tyt axiomil (z nichz
prvni je identicky s nasim axiomem (1) a dalsi tfi se od naSich axiom 1isi):

A—(B—A),
(A—B)—((B—C)—(A—>C)),
(-A—>—B)—>(B—A),
(A—>(A—B))—>(A—B).

(Jako soucast axiomatickych systémi bychom samoziejmé meéli uvadét i jejich
odvozovaci pravidla; u systému, které maji za jediné pravido modus ponens, to
vsak pro jednoduchost nedélame. Explicitné je za¢neme uvadét az u systémd,
jejichZ sada pravidel je jina.)

Jak se ukazuje, 1ze ovSem pocet axiomtl zredukovat i na jediny (viz Meredith,
1953):

((((A>B)—>(—C—>—D))—»>C)—>E)—>((E>A)—>(D—A)).

Ze systému, které vychazeji z jin¢ho vybéru primitivnich operatord, nez o jaky
jsme se opirali my, uved'me ten, ktery navrhli Hilbert a Ackermann (1928)
a ktery bere za primitivni — a v:

—(AVA)VA,

—Av(AvB),

—(BvA)v(AvB),
—(=BvC)v(=(AVB)Vv(AVC)).

2.5 Kli¢ové charakteristiky

Nez shrneme nejpodstatnéjsi vlastnosti KVP (a provedeme rigordzni dikazy
tvrzeni, ktera jsme vySe formulovali a jejich dukazy jenom naznacili), zdraz-
néme dulezitost dvou rozliseni.

Za prvé, je tieba disledné rozliSovat mezi pojmy, které jsou axiomatické,
a témi, které jsou sémantické (znovu ptfipomenme, Ze namisto na$eho terminu
axiomatika se bézn¢ uziva termin syntax, coz je ovSem krajné zavadé&jici, protoze
to vede ke sméSovani axiomatiky se syntaxi v Uzkém slova smyslu, to jest ve
smyslu vymezeni toho, co je vyrokem). Je ovSem pravda, Ze axiomatika



44 2 Klasicky vyrokovy pocet

i sémantika tsti do pojmi, které si vzajemné intuitivné odpovidaji (teorém =~
tautologie, odvozeni =~ vyplyvani, axiomatickd konzistence ~ sémanticka
konzistence) a které se navic, jak jsme vidéli a jak jeS$té podrobnéji uvidime,
kryji v tom smyslu, Ze se vztahuji pfesné na tytéz ptipady. Piesto je mezi nimi
tieba striktné rozliSovat: divodem je ptedevsim to, ze ackoli pro KVP se kryji,
pro jiné logické pocty tomu tak byt nemusi.

Za druhé: Alfred Tarski upozornil na duleZitost rozliSovani mezi jazykem,
0 kterém hovotime, to jest tim, ktery je pro nas predmétem, a jazykem, kterym
0 ném hovotime, metajazykem. (To mize vypadat na prvni pohled jako
samoziejmost, mnoho zmatku v logice ale fakticky vznikad tim, Ze se toto
disledné necini.) Pro nas je v této chvili pfedmétem jazyk KVP a metajazykem
je prosté CeStina (n€kdy trochu piizpusobena nasim potiebam). Mluvime-li
0 tvrzenich, dikazech atd., je tedy zasadni rozliSovat, zda se jedna o jazyk-
-pfedmét ¢i o metajazyk: zatimco napriklad teorém [1] je tvrzenim toho prvniho
(KVP), a jeho diikaz tedy musi vypadat tak, jak jsme to pro KVP definovali, véta
0 dedukci je tvrzenim metajazyka, je to tvrzeni o0 KVP, a jeji dukaz tedy neni
veden v ramci KVP, ale neformalizovanymi prostfedky piirozeného jazyka.

Rekneme-li napiiklad, ze

(@) B je odvoditelny z A,

je to metajazykové konstatovani; pojem odvoditelnosti je metajazykovy pojem.
Véta o dedukci ovSem ftika, ze kazdé takovéto konstatovani ma jisty protipol
v KVP, totiZ vyrok

(b) A—B.

Znamena to tedy, Ze lze metajazykovy vyrok (a) ,pielozit* do KVP, a to jako
(b)? Nikoli. Diivodem je, ze tvrdit (a) neni totéZ jako tvrdit (b) (to jest to prvni
tvrzeni neni pravdivé prave tehdy, kdyz je pravdivé to druhé). Tvrdit (a) je totiz
totéz jako tvrdit

(c) A—B je teorémem;

a to je jiné tvrzeni nez (b), konkrétné je to také metajazykové tvrzeni. A jakkoli
pravdivost (c) jisté zaruCuje pravdivost (b) (kazdy teorém je tautologii, a tudiz je
pravdivy, pfi jakékoli interpretaci), naopak to platit nemusi (pravdivost — pfi
jakékoli jediné interpretaci — nemize zarudit tautologi¢nost).
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Nyni mulzeme pfistoupit k systematické rekapitulaci nejdilezitéjSich
vlastnosti KVP.

2.5.1 Dedukce

Vime, Ze pojem teorému je definovan prostiednictvim pojmu odvozeni, a je na
n¢j tedy v tomto smyslu redukovatelny. Z véty o dedukei, kterou nyni exaktné
dokazeme, plyne, Ze pojem odvozeni z konecné mnoziny predpokladtl je naopak
redukovatelny na pojem teorému: fici, ze A je odvoditelny z Ay, ..., A,, je totiz
totéZ jako fici, Zze (A;—>(...(Ay—A)...)) je teorémem. Vymezime-li tedy mnoZinu
teorémi, vymezime tim soucasné i to, co je z ¢eho odvoditelné.

Plati: Vyrok A je odvoditelny z vyroka A;, ..., A, pravé tehdy, kdyz je vyrok
A,—A odvoditelny z vyroka A, ..., A

Dikaz: Je-li A,—A odvoditelny z Ay, ..., A1, pak z A, ..., Ar1, A, zfejmé dokazeme, za
pomoci (mp), odvodit A. Dokazat tedy musime jenom to, Ze naopak je-li A odvoditelny
z A, ..., Ay, je A,—A odvoditelny z Ay, ..., A,1. Piedpokladejme tedy, Ze mame odvozeni
Az Ay ..., A, to jest posloupnost vyrokt takovou, Ze kazdy prvek této posloupnosti je
bud’to axiomem, nebo jednim z Ay, ..., A, anebo je podle pravidla (mp) odvoditelny
z n&jakych vyroki vyskytujicich se v posloupnosti pfed nim; a A je poslednim prvkem
této posloupnosti. DokdZzeme, Ze pro kazdy vyrok B v této posloupnosti musi byt A,—B
odvoditelny z A, ..., A1 — a tudiZ Ze z nich musi byt odvoditelny i A,—A. Dikaz
provedeme indukci podle délky odvozeni Az A, ..., A,. Je-li toto odvozeni tvofeno
jedinym vyrokem (totiz A), pak musi byt A bud’to axiomem, nebo jednim z Ay, ..., Ap.
Je-li A axiomem nebo jednim z Ay ..., Av1, je A,—A odvoditelny z Ay, ..., Ag
v disledku toho, Ze A—(A,—A) je axiomem (1); je-li A totozny s A, je A,—>A
odvoditelny z Ay, ..., Ay proto, Ze (An—Ay) je teorémem [1]. Pfedpokladejme nyni, Ze
naSe tvrzeni plati pro vSechna odvozeni délky m, a m&me odvozeni délky m+1.
V netrividlnim pfipadé je vyrok A, ktery je poslednim prvkem tohoto odvozeni, odvozen
pomoci (mp) z néjakych vyroka (A’—A) a A’, které se v tomto odvozeni vyskytuji pied
nim. Odvozeni kazdého z téchto dvou vyrokil z Ay, ..., A, mize mit ovSem délku nejvyse
m, takze podle indukéniho piedpokladu plati, ze A,—(A’—A) a A,—A’ jsou odvoditelné
Z Ay, ..., A1 AvSak s pouzitim téchto vyrokd dostaneme (A,—A) z Ay, ..., Anq dvojim
pouzitim (mp) na axiom (2).

Specialné tedy plati: Vyrok B je odvoditelny z A pravé tehdy, kdyz je A—>B
teorémem.
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Plati tedy i: Vyrok A je odvoditelny z vyroka Ay, ..., A, pravé tehdy, kdyz je
(A1—>(...(A,—>A)...)) teorémem.

Plati i sémantické obdoba véty o dedukci:

Plati: Vyrok Avyplyva z vyrokti A, ..., A, pravé tehdy, kdyz vyrok A,—A
vyplyva z vyroki Ay, ..., A1

Dikaz: A vyplyva z Ay, ..., A, pravé tehdy, kdyz kazda interpretace, ktera pfifazuje viem
vyrokiim Ay, ..., Ay hodnotu P, pfifazuje hodnotu P i1 vyroku A. To ziejmé nastava praveé
tehdy, kdyZ kaZzda interpretace, ktera pifitazuje hodnotu P vyroktim Ay, ..., Ay, piifazuje
P vyroku A, jestlize ji pfitazuje vyroku A,; to jest kdyZ kazda takova interpretace
pfitazuje P vyroku A,—A. A tedy vyplyva z Ay, ..., A, pravé tehdy, kdyz A,—A vyplyva
z A A

Specialné tedy plati: Vyrok B vyplyva z A pravé tehdy, kdyz je A—B tautologii.

Plati tedy i: Vyrok Avyplyva zvyroki A, .., A, pravé tehdy, kdyz je
(A1—>(...(A,—>A)...)) tautologii.

2.5.2 Kompaktnost

Vime, ze je vyrok odvoditelny z nekone¢né mnoziny vyrokt pravé tehdy, kdyz
je odvoditelny z jeji kone¢né podmnoziny. (To je trivialnim dasledkem definice
odvozovani — v odvozeni miizeme pouzit nejvySe kone¢ny pocet predpokladi.)
Dulezitou netrivialni vlastnosti KVP je to, Ze totéZ plati i pro vyplyvani.

Plati: Vyrok vyplyva z nekoneéné mnoziny vyroku pravé tehdy, kdyz vyplyva
z néjaké jeji konecné podmnoziny.

Dukaz: Z definice vyplyvani je zfejmé, Ze vyplyva-li vyrok z néjaké mnoziny, pak tim
spiSe vyplyva z kazdé jeji nadmnoZiny; to znamend, Ze vyplyva-li vyrok A z n&jaké
kone¢né podmnoziny X' mnoziny X, pak vyplyvaiz X.

Piedpokladejme tedy nyni naopak, ze A vyplyva z nekoneéné mnoziny X; chceme
dokézat, Ze pak A vyplyva z néjaké koneéné podmnoziny X' mnoziny X. VSimnéme si,
ze A vyplyvad z X pravé tehdy, kdyZ neexistuje Zadna interpretace, ktera by vsem
vyrokim z X piifazovala P a vyroku A pfifadila N; jinymi slovy neexistuje zadna
interpretace, ktera by jak vSem prvkam X, tak negaci —A vyroku A piifazovala P. A tedy
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vyplyva z X pravé tehdy, kdyz neni mnozina XU{—A} sémanticky konzistentni. To, co
mame dokazat, tedy mlizeme ekvivalentn¢ formulovat nasledujicim zptisobem: kdykoli
je mnoZina XU{—A} sémanticky nekonzistentni, pak existuje koneénad podmnozina X'
mnoziny X takova, Ze sémanticky nekonzistentni je i X'"{—A}. My dokazeme obecnéjsi
tvrzeni, totiz Ze jsou-li vSechny koneéné podmnoziny dané mnoziny sémanticky
konzistentni, je i ona sama sémanticky konzistentni. Tim zfejmeé dokdzeme, ze kazda
nekone¢na sémanticky nekonzistentni mnozina ma kone¢nou sémanticky nekonzistentni
podmnozinu, a z toho piimo plyne, Ze z nekonzistence XU{—A} vyplyva nekonzistence
X'U{—A} pro né€jakou kone¢nou podmnozinu X' mnoziny X.

Necht' je tedy X mnozina vyrokd, jejiz kazdéd konecna podmnozina je sémanticky
konzistentni; budeme takové mnoziné fikat kvazikonzistentni (a naSim cilem tedy bude
ukdzat, ze kazdd kvazikonzistentni mnozina je konzistentni). Uspofddejme vSechny
vyroky jazyka KVP do (nekone¢né) posloupnosti A, A,, ... (napiiklad podle abecedy
n&jak doplnéné o symboly —, A atd.). Budeme nyni konstruovat posloupnost mnozin
vyrokti Mg, My, ... nasledujicim zptisobem: Za My vezmeme X; a mame-li jiz zkonstruo-
vanou mnozinu M,, pak zjistime, zda je mnozina M, U{A,} kvazikonzistentni,
a pokud ano, vezmeme za M, ji; v opaéném piipadé vezmeme za M, mnoZinu M,_;.
Oznadéme nyni M~ sjednoceni vSech M; pro i =1, ... . K tomu, abychom ukazali, Ze X je
sémanticky konzistentni, nAm nyni zfejmé sta&i ukazat, e sémanticky konzistentni je M”
(protoze XcM”).

Vimnéme si nejprve, ze M je kvazikonzistentni (kazda jeji kone¢na podmnozina je
sémanticky konzistentni, protoze je &asti n&jaké M,). M” je navic maximalni kvazikon-
zistentni mnozina: je-li AigM”, pak M"U{A} neni kvazikonzistentni. (Kdyby totiz
kvazikonzistentni byla, musela by byt, vzhledem k tomu, jak byla zkonstruovéna M,
kvazikonzistentni mnozina Mi1U{A}, a A; by tedy musel patfit do M;, a tim spise do
M)

Déle plati, Ze do M” patti pro kazdy vyrok A pravé jeden z dvojice vyroki A a —A.
To, ze tam nemohou patiit oba, plyne z faktu, Ze mnozina {A,—A} ziejm¢ neni
sémanticky konzistentni. Predpokladejme nyni, e do M nepatii ani jeden z nich.
Protoe M* je maximélni, nemiZe byt ani jedna z mnozin M'U{-A} a M U{A}
kvazikonzistentni. To znamena, Ze museji existovat kone¢né podmnoZiny P; a P,
mnoziny M” takové, 7e P;U{A} a P,u{—A} nejsou sémanticky konzistentni. To ale
znamena, Ze sémanticky konzistentni nemohou byt ani P;UP,U{A} a PiUP,U{—A}.
Z toho plyne, ze sémanticky konzistentni nemize byt ani P;UP, (kdyby existovala
interpretace, kterda by pfifazovala P vSem prvkim této mnoziny, pak by musela
ptifazovat P vSem prvkim jedné z mnozin P;UP,;U{A} a P;UP,{—A}). A to je spor
s predpoklady, ze M” je kvazikonzistentni, P;UP; je koneéna a PyUP,cM”,

Soucasné plati, ze vyrok AirA; patfi do M” pravé tehdy, kdyZ do ni patii A; i A;.
Predpokladejme totiz, ze AnAjeM . Pak do M ziejmé nemiize patfit ani —A;, ani —A,
(protoze ani {AinA;,—A}, ani {AinA;,—A} nejsou sémanticky konzistentni). Pak ale do




48 2 Klasicky vyrokovy pocet

M musi patfit A, i A (protoze do ni musi patfit jeden prvek z dvojice A; a —A; i z dvojice
A;a —A)). Naopak jestlize AieM”™ a AjeM”, pak do M" nemiize patiit —(AirA)), a tudiz
tam musi patfit AirA;.

MnoZina M~ tedy ,respektuje‘ pravdivostni tabulku pro A v tom smyslu, Ze kdy?
definujeme funkci i pfifazujici vyrokiim pravdivostni hodnoty tak, Ze pfifadi P vSem
prvkim M a jenom jim, bude i pifazovat vyroku AAB hodnotu P pravé tehdy, kdyz ji
bude piitazovat jak A, tak B. Z toho, co jsme 0 M vy3e dokazali, ale plyne i to, Ze i bude
v tomto smyslu ,respektovat‘ tabulku pro —; a snadno nahlédneme, Ze tudiz bude
,respektovat® tabulky vSech operatord. To ale neznamena nic jiného, nez ze i je
interpretac, a Ze tedy M, a tim spiSe X, je sémanticky konzistentni.

2.5.3 Korektnost a Uplnost

Prostfednictvim axiomatiky jsme vymezili podmnozinu mnoziny vyroki:
mnozinu teorémid KVP. Jinou podmnoZinu mnoziny vyrokl jsme vymezili
prostfednictvim sémantiky: mnozinu tautologii. Korektnost nyni znamena, Ze ta
prvni je obsaZena v té druhé, zatimco Uplnost znamend, Ze naopak ta druhd je
obsaZena v té prvni:

korektnost Uplnost

To znamena, Ze korektnost spolu s Uplnosti vedou k tomu, Ze mnoziny tautologii
a teorémi splyvaji.

Plati: KVP je korektni, tj. kazdy teorém KVP je tautologii. Soucasné¢ je KVP
Uplny, tj. kazda tautologie KVP je teorémem. Vyrok KVP je tedy tautologii
pravé tehdy, kdyz je teorémem.
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Dukaz: To, Ze je kazdy teorém tautologii, se dokaze snadno, a sice tak, Ze se (tabulkovou
metodou) ovéri, ze tautologiemi jsou vSechny axiomy, a soucasné se overi, Ze pravidlo
(mp) vede od tautologii vzdy zase k tautologii (ponechdvame jako cvi€eni). Dikaz toho,
Ze kazda tautologie je teorémem, je mnohem komplikovangjsi.

Méjme vyrok A, bud’te Ay, ..., A, vSechny v ném obsaZené atomické vyroky a uvazme
pravdivostni tabulku vyroku A. Internalizaci i-tého fadku této tabulky nazveme vyrok
(X1=>(...(Xs—>X)...)), kde X; je bud’to A;, nebo —A;, podle toho, zda je v j-tem sloupci
i-t¢ho fadku tabulky hodnota P, nebo N, a podobné X je bud'to A, nebo —A, podle toho,
zda je P, nebo N v poslednim sloupci i-tého fadku. To, Ze je kazda tautologie teorémem,
nyni dokazeme tak, Ze nejprve dokazeme, Ze internalizace vSech fadkd pravdivostni
tabulky kazdého vyroku jsou teorémy, a potom dokdZeme, Ze kazda tautologie je
odvoditelna z internalizaci fadkt své pravdivostni tabulky (a protoze je tedy odvoditelna
z teorémi, je sama teorémem).

Duikaz toho, ze internalizace vSech fadkd pravdivostni tabulky vyroku A jsou
teorémy, provedeme indukci podle poétu operatorii obsazenych v A. Neobsahuje-li A
Zadny operétor, pak je A atomicky a ma jedinou atomickou ¢&ast, tedy sebe sama. Jeho
(trivialni) pravdivostni tabulka tedy obsahuje dva fadky, jejichz internalizacemi jsou
vyroky A—A a —-A——A, které jsou oba instancemi teorému [1].

Piedpokladejme nyni, Ze tvrzeni plati pro vSechny vyroky s nejvySe m operéatory;
dokazeme, Ze tim plati i pro vSechny s m+1 operatory. Mlzeme piedpokladat, ze A je
budto tvaru —A’, nebo tvaru A'>A", kde A’ a A" neobsahuji vice neZ m operatora.
Uvazme tyto dva ptipady po fadé.

Bud’ tedy A tvaru —A’. Podle pfedpokladu jsou internalizace vSech fadkd pravdi-
vostni tabulky A’ teorémy. Bud’

hy ... hoh'
i-tym fadkem této tabulky a bud (X;—(...(Xy—X’)...)) internalizaci tohoto Fadku.
Piedpokladejme, Ze tim fadkem pravdivostni tabulky negace, ktery ma v prvnim sloupci
hodnotu h', je
h'h
a jeho internalizaci je vyrok X'—X. i-tym fadkem pravdivostni tabulky A je pak zfejmé
hy...hyh
a k tomu, aby byla jeho internalizace (X;—(...(Xy—X)...)) teorémem, staci, aby byl

teorémem vyrok X'—X — protoze vyrok (X;—(...(X,—X)...)) je odvoditelny z vyroka
X1=>(...(X,—>X")...)) a X'=X. (Pomoci (X;—(...(X,—>X")...)) totiz snadno odvodime
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z vyroki Xy, ..., X, vyrok X' a z néj pak pomoci X'—X dale odvodime X.) TakZe k tomu,
abychom ukazali, Ze jsou internalizace vSech fadki tabulky vyroku A teorémy, staci
ukdzat, ze jsou teorémy internalizace vSech fadkl pravdivostni tabulky negace. Témito
internalizacemi jsou

A—)—|—\A,

A oba tyto vyroky skute¢né teorémy KVP jsou —viz [7] a [1].

Bud’ nyni A tvaru A’—>A". Nazvéme rozsitenou pravdivostni tabulkou pro A" tabulku,
kterd vedle vSech atomickych podvyrokit vyroku A’ obsahuje i vSechny atomické
podvyroky vyroku A" (jejichz pravdivostni hodnoty samoziejmé nemaji na hodnotu A’
vliv); a analogicky pro A”. Bud'te

h; ... hyh',
hy ... hoh”

i-tymi fadky rozsifenych tabulek pro vyroky A’ a A” a budte (X;—(...(X,—>X)...))
a (Xi—=(..(Xy—>X")...)) jejich internalizacemi. P¥edpokladejme, Zze fadkem pravdivostni
tabulky pro implikaci, ktery ma v prvnim sloupci hodnotu h’ a ve druhém hodnotu h"’ je

h"h'" h

a jeho internalizaci je vyrok X'—(X""—X). i-tym fadkem pravdivostni tabulky A je pak
zfejmé

h; ... hyh

a k tomu, aby byla jeho internalizace (X;—(...(X;—X)...)) teorémem, staci, aby byl
teorémem vyrok X'—(X"—X) - protoze vyrok (X;—(...(X;—X)...)) je odvoditelny
Z (Xi=>(..K—=X).0), K= (.(X—>X)..)) a X'—(X"—>X). TakZze k tomu, abychom
ukazali, Ze jsou internalizace vSech fadkl tabulky vyroku A teorémy, stali ukazat, Zze
jsou teorémy internalizace vSech fadkt pravdivostni tabulky implikace. Témito
internalizacemi jsou

A—(B—(A—B)),
A—>(-B—>—=(A—B)),
—A—(B—(A—B)),
—A—(—-B—(A—B)).
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Dokazat, ze to jsou vSechno teorémy, je jednoduché: druhy je pfimo teorémem [12]
a odvozeni prvniho a tfetiho z axiomu (1), respektive ¢tvrtého z teorému [6], je natolik
snadné, Ze je Ize ponechat jako cviceni.

Tim jsme dokoncili diikaz toho, ze internalizace kazdého tadku pravdivostni tabulky
kazdého vyroku je teorémem. Bud’ nyni A tautologii. Internalizace fadka jeji pravdivost-
ni tabulky tvoti vSechny vyroky tvaru (Y;—(...(Yo,—A)...)), kde Y; je Aj nebo —A; (i = 1,
.., N). To znamena, zZe mezi t€émito internalizacemi jsou jak vSechny vyroky tvaru
(A= (Yo (...(Y,>A)...)), tak vSechny tvaru (—A;—(Yo,—>(...(Y,—A)...))). AvSak protoze
z vyroki A;—B a —A;—B je odvoditelny vyrok B (viz teorém [11]), jsou teorémy
vsechny vyroky tvaru Y,—(...(Yy—A)...)). Vylou¢ime-li obdobnym postupem postupné
iV, ..., Y, dostavame, Ze teorémem je A.

Pomoci véty o dedukci a véty o kompaktnosti KVP se nyni snadno ukaze, Ze
KVP je i silné korektni a Uplny, totiz ze vyrok vyplyva z n¢jaké mnoziny vyroka
pravé tehdy, kdyz je z ni odvoditelny:

Plati: KVP je siln¢ korektni, tj. kdykoli je vyrok odvoditelny z mnoziny vyrok,
pak z ni vyplyva. Soucasné je KVP siln¢ tplny, tj. kdykoli vyrok vyplyva
z mnoziny vyrokt, pak je z ni odvoditelny. Vyrok KVP tedy vyplyva z mnoziny
vyrokt pravé tehdy, kdy?Z je z ni odvoditelny.

Dikaz: Podle véty o dedukci je vyrok A odvoditelny z vyrokd Ay, ..., A,, pravé kdyz je
A—(...(Ay—>A)...) teorémem. A;—(...(A,—>A)..) je ale teorémem, pravé kdyz je
tautologii. P¥itom podle sémantické verze véty o dedukei je Aj—>(...(A,—A)...) tautologii
pravé tehdy, kdyz A vyplyva z Ay, ..., A,. Obecné je vyrok A odvoditelny z mnoziny X
pravé tehdy, kdyz je odvoditelny z n&jaké koneéné podmnoziny mnoZiny X, coz, jak
jsme prave vidéli, nastava prave tehdy, kdyz A z néjaké konecné podmnoziny mnoziny X
vyplyva, a to podle véty o kompaktnosti nastava pravé tehdy, kdyz A vyplyva z X.

Varovani: Korektnost KVP lze vyjadrit také tak, ze kazdé ptifazeni pravdivost-
nich hodnot vyrokiim KVP, které je interpretaci, pfifazuje P vSem axiomim
a respektuje modus ponens (tj. kdykoli pfifazuje P vyrokiim A a A—B, pfifazuje
P i B). To by mohlo svadét k tomu, abychom se pokusili vyjadrit Gplnost jako
tvrzeni opacné k tomuto: kazdé piifazeni pravdivostnich hodnot vyrokiim, které
piifazuje P vSem axiomim a respektuje modus ponens, je interpretaci. Toto
posledni tvrzeni vSak neplati: existuji pfitazeni pravdivostnich hodnot vyrokim,
kterd nejsou interpretacemi (ptitazuji napiiklad P disjunkci, ptestoze pfifazuji N
obéma disjunktim), pfestoze piifazuji P vSem axiomtm a respektuji modus
ponens.
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2.5.4 Denotacni nasycenost

Plati: Operator s jakoukoli pravdivostni tabulkou je wvyjadfitelny pomoci
operatori — a —; to jest pro libovolny n-arni operator zavedeny pomoci
pravdivostni tabulky existuje vyrok A vybudovany pouze za pomoci — a —,
ktery mé tutézZ pravdivostni tabulku.

Dukaz: Ukazeme nejprve, ze libovolny operator 1ze vyjadfit pomoci —, A & v. Vezméme
libovolny n-arni operator O. Vyrok O(A4,...,A,) ma obecné pro nékteré pravdivostni
hodnoty argumentt A, ..., A, hodnotu P a pro jiné hodnotu N. Pokud ma pro vSechny
hodnotu N, je O(Ay,...,An) prosté ekvivalentni Aja—A;. V opaéném ptipadé provedeme
pro kazdé piitazeni pravdivostnich hodnot vyrokiim Ay, ..., A,, pro které ma O(Ag,...,An)
hodnotu P, nasledujici konstrukci. Vytvotime konjunkci vyrokt Xia...AX,, kde X; je
totozny s A;, je-li vyroku A; uvaZzovanym ptitazenim pravdivostnich hodnot pfitazovana
hodnota P, a X; je —A;, je-li mu ptifazena hodnota N. Nakonec vytvoime disjunkci téchto
konjunkci pro vSechna ta ohodnoceni, pro kterd ma O(Ay,...A,) hodnotu P. Tato
vysledna disjunkce je pak zfejmé pravdiva tehdy a jediné tehdy, kdyz je pravdivy vyrok
O(Ay,...,An). Zbyva ukézat, Ze A a v jsou vyjadiitelné pomoci — a —. To ale jiZ vime:
(AvB) je ekvivalentni (—wA—B) a (AAB) je ekvivalentni —(A——B).

2.5.5 Rozhodnutelnost

Plati: Pro kterykoli dany vyrok KVP lze rozhodnout, zda je tautologii nebo ne.

Dukaz: Z definice interpretace vyplyva, Ze pravdivostni hodnota vyroku je spocitatelna
z pravdivostnich hodnot jeho bezprostiednich ¢asti; z toho vyplyva, ze je spocitatelna
z pravdivostnich hodnot jeho atomickych ¢asti. A protoze kazdy vyrok obsahuje jenom
kone¢ny pocet atomickych podvyrokd, Ize projit vS§echna mozné piitfazeni pravdivost-
nich hodnot témto atomickym vyrokiim a pro kazdé z nich zjistit pravdivostni hodnotu
pfifazenou zkoumanému vyroku. Tento vyrok je pak tautologii, pravé kdyz nam pokazdé
vyjde P.

HPIatl' tedy i: Pro kterykoli dany vyrok lze rozhodnout, zda je teorémem nebo ne. ||
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2.6 Zobecnéni

Nase definice KVP se skladala ze tii ¢asti: z definice syntaxe jazyka KVP,
definice axiomatiky KVP a definice sémantiky KVP. Tim, Ze jsme doké&zali
korektnost a Uplnost KVP, jsme ovSem ukazali, Ze jeho axiomatika a sémantika
jsou dvéma stranami téze mince, takZe jedna z nich je vlastné v tomto smyslu
redundantni. Jak je to obecnéji se vztahem sémantiky a axiomatiky?

Nékdy byva situace vykladana tak, Ze ,skutecnou’ podstatu KVP (a podobné
kterékoli jiné logiky) tvofi jeji sémantika; Ze axiomatika vstupuje do hry jenom
jako nase pomtcka, kterou se ndm dafi nékteré aspekty této sémantiky Sikovné
uchopit. Naptiklad odvozovani vstupuje z tohoto pohledu do hry jenom jako
prostiedek Sikovného uchopeni vyplyvani, o které jedin€ jde. Axiomatika se pak
jevi jenom jako nastroj studia sémantiky.

Na celou situaci je ale mozné se divat i z opacné strany, ze které je naopak
primarni axiomatika. Vezméme napiiklad konjunkci. Z piedchoziho pohledu je
primarné charakterizovana svou sémantickou definici, tj. ptislusnou pravdivostni
tabulkou. Zda se v8ak, Ze stejné tak dobfe ji miZeme charakterizovat tim, Ze je
to operator, ktery ze dvou vyrokd vytvoii takovy slozeny vyrok, ze kterého je
odvoditelnd kazda z jeho slozek, a ktery je naopak odvoditelny z obou téchto
slozek dohromady — tedy fakticky prostfednictvim toho, co je vyjadieno axiomy
(3)—(5). (Pravdivostni tabulku pro konjunkci pak vlastné muZeme nahlédnout
jako rekapitulaci téchto tfi axiomd.)

Z historického hlediska mtizeme fici, ze existuji stejné€ tak logiky, které byly
primarn¢ definovany sémanticky a pro néz se az pozde€ji hledala piislusna
axiomatika, jako logiky, které byly ptvodné definovany axiomaticky a ke
kterym se hledala dodate¢né sémantika. K t€ém prvnim patii napiiklad vicehod-
notové logiky, k tém druhym tfeba intuicionistickd nebo modalni logika.
(Pfitom, jak se ukazalo, ne ke kazdé sémantice musi existovat korektni a UpIna
axiomatika — ne kazda sémantika je, jak také fikame, axiomatizovatelna. Naopak
ke kazdé axiomatice néjakd sémantika existuje — to je ovSem dano tim, Ze pojem
sémantiky chapeme dostatecné Siroce.)

Které z vy3e probiranych charakteristickych vlastnosti KVP lIze smysluplné
hledat i na jinych logickych poctech, nez je KVP? Je ziejmé, Ze jakmile mame
logiku zadanu jak prostiednictvim axiomatiky, tak sémantiky, vyvstava otazka
korektnosti a Uplnosti. Je-li pocet korektni a Uplny, znamena to, Ze jsou jeho
axiomatika a sémantika, jak uz jsme fekli, dvéma stranami téze mince. Neni-li
ovsem pocet korektni a uplny, pak vlastné jako by byl slozen ze dvou k sobé
nepasujicich casti — a naskyta se tedy myslenka, zda to vlastn¢ nejsou dvé rizné
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logiky dané chybn¢ dohromady. Z tohoto hlediska se tedy mize zdat, Ze
,spravny‘ logicky pocet vlastné ani nemiize nebyt korektni a uplny. V§imnéme
si, ze obecné muzZe byt pocéet korektni a uplny, aniz by byl silné korektni
a uplny, to jest teorémy se mohou kryt s tautologiemi, aniz by se odvozovéani
krylo s vyplyvanim.

Jak uz jsme ovSem poznamenali, mtizeme mit sémantiku, ke které korektni
a uplna axiomatika prosté neexistuje. V takovém piipadé pak ptichazi v avahu
tento pocet vybavit n¢jakou axiomatikou, ktera jeho sémantiku alespon né&jak
,aproximuje‘ — obvykle takovou, ktera je vzhledem k této sémantice korektni
a ktera sice neni uplna, ale je ,co nejuplnéjsi‘. V tomto piipadé tedy mluvit
0 logice, ktera neni uplna, smysl davat mize. (My se ovSem v této knize
s Zadnou takovou logikou nesetkame.)

Casto oviem o n&jakém logickém poétu uvazujeme bud’ pouze z hlediska
jeho axiomatiky, nebo pouze jeho sémantiky. (To muze byt proto, Ze jedna
z téchto slozek je v néjakém smyslu vyrazn€ ,pruhlednéjsi‘, nebo proto, Ze
historicky byl tento poc€et navrzen pravé jenom prostfednictvim této slozky.)
V takovém piipadé samoziejmé nedava fe¢ o korektnosti a uplnosti smysl — jaké
jiné charakteristiky se pak na takovy pocet vztahuji?

V kazdém piipadé se mizeme ptat, zda pro pocet plati véta o dedukci, to jest
zda v jeho rdmci existuje binarni operator O takovy, Ze A,.; je odvoditelny (nebo
vyplyvd) z A, ..., A, pravé tehdy, kdyz je vyrok O(A,, An.;) odvoditelny
(vyplyva) z Ay, ..., Ap1. V8imnéme si, Ze je-li pocet korektni a plny a plati-li
pro n¢j véta o dedukei na Grovni jak syntaxe, tak sémantiky, pak plati, ze vyrok
A je odvoditelny z konecné mnoziny {Ay, ..., Ay} pravé tehdy, kdyz z ni vyplyva.
Pak totiZ plati, Ze A je odvoditelny z {A,, ..., Ay} pravé tehdy, kdyz je vyrok
A1—>(...(An—>A)...) teorémem, to jest prave kdyz je tento vyrok tautologii, to jest
pravé kdyz A vyplyva z Ay, ... A.

Také rozhodnutelnost je ziejmée dulezita vlastnost kazdého logického pocétu,
at’ uz je zadan axiomaticky, sémanticky ¢i obéma témito zplsoby. Je ziejmé
velice podstatné, jsme-li pro kazdy dany vyrok principialné schopni rozhodnout,
zda je teorémem (tautologii), nebo ne.

Kompaktnost je, jak jsme vidéli, vzdy trividlni pro odvoditelnost. To
znamena, ze kazdé odvozeni mulze fakticky vyuzivat jenom konecny pocet
piedpokladu, a je-li néco odvoditelné z nekoneéné mnoziny predpokladi, pak je
to eo ipso odvoditelné z né&jaké jeji kone¢né podmnoziny. Mame-li tedy pocet
zadan axiomaticky, je kompaktnost samoziejmosti, a mame-li silné korektni
a uplny pocet, prenasi se kompaktnost pfimocafe i na sémantiku. Problém
kompaktnosti tedy v netrivialni podobé vyvstava jediné pro pocty, které jsou
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zadany pouze prostfednictvim sémantiky, pro kterou nemame silné¢ korektni
a Uplnou axiomatiku.

Vsimnéme si nyni, Ze je-li poGet naopak kompaktni a plati-li v ném, Ze A je
odvoditelny z kone¢né mnoziny {A;, ... Ay} pravé tehdy, kdyz z ni vyplyva, pak
je tento pocet silné korektni a tuplny. V takovém ptipadé je totiz A odvoditelny
Z (ne nutné konecné) mnoziny X praveé tehdy, kdyz je odvoditelny z néjaké jeji
kone¢né podmnoziny, to jest pravé tehdy, kdyz z néjaké jeji kone¢né podmnozi-
ny vyplyva, a to nastava pravé tehdy, kdyz vyplyva z X. Vzhledem k tomu, co
jsme konstatovali vySe v souvislosti s vétou o dedukci, toto znamena, ze silna
korektnost a uplnost je disledkem prosté korektnosti a Uplnosti, kompaktnosti
a platnosti syntaktické i sémantické verze véty o dedukci.

O denotaéni nasycenosti ma ziejmé smysl uvazovat v piipad¢ vyrokového
poctu, ktery je zaddn sémanticky. V pfipadé KVP bylo pfirozené se ptat, zda
nam ty operatory, které v jazyce mame, sta¢i k tomu, abychom jejich prostied-
nictvim definovali operator s jakoukoli moznou pravdivostni tabulkou. Obecnéji
se v pfipad¢ vyrokového poctu miizeme ptat, zda jeho operatory staci k tomu,
abychom jejich prostiednictvim definovali operator s jakoukoli sémantickou
hodnotou stejného typu, jakou maji ty operatory, které jiz ma. Smysluplnost této
otazky ovSem zfejmeé zavisi na vymezeni, co je a co neni ,stejn¢ho typu‘.






3 Nékteré alternativy

3.1 Lze KVP vylepsit?

V principu ziejmé existuji dva zptsoby, jak se od KVP dostat k néjakému
lep$imu (&i prosté jinému) vyrokovému pocétu: modifikace a rozsifeni. V prvnim
ptipadé néco v nasich existujicich definicich KVP pozménime, v tom druhém
tyto definice nechame tak, jak jsou, a néco k nim pfidame. Sledujme nejprve
prvni z téchto moznosti; a podivejme se na ni nejprve optikou axiomatiky.

Bylo by mozné ¢i rozumné nékteré z axiomt KVP vypustit, ¢i naopak néjaké
ptidat? Fakt, ze je axiomaticky syst¢ém KVP korektni a Uplny vzhledem ke
standardni sémantice, samoziejmé naznacuje, Ze z hlediska této sémantiky je
axiomatika v potadku pravé tak, jak je — mulzeme ji samoziejmé nahradit
jakoukoli jinou z téch, které vedou ke stejnym teorémtim (viz ptiklady v oddile
2.4), jakakoli podstatnéj$i zména by vSak vedla k diskrepanci mezi teorémy
a tautologiemi. Jinymi slovy, jakakoli netrivialni zména axiomatiky by vedla
K potfebé zmény sémantiky. Nebudeme-li vSak na této sémantice Ipét, mizeme
0 zménach axiomatiky uvaZzovat.

Nejméné problematickym operatorem KVP se zdd byt konjunkce, kterou
mizeme brat za standardizaci spojky ,,a“ pfirozeného jazyka. Zda se, Ze souvéti
spojené touto spojkou je v typickém piipadé skutecné pravdivé pravé tehdy,
kdyzZ jsou pravdivé obé spojované véty; a to je pfesné to, co stanovuji axiomy
(3)—~(5). O mnoho problemati¢téjsi (alespont na prvni pohled) se nezda byt ani
disjunkce, ktera se bere za standardizované zachyceni ,,nebo*: souvéti spojené
touto spojkou se jevi byt v typickém piipadé pravdivé pravé tehdy, kdyz je
pravdiva alespon jedna ze spojovanych vét, coz je zachycovano axiomy (6)—(8).

Negace vsak spolu s disjunkci dava jeden z téch teorémi KVP, které jsou

vvvvvv

[5] Av—A,

tedy zakon vylouceni tietiho. Vzhledem k sémantice disjunkce a negace miizeme
tento teorém ¢ist jako tvrzeni, Ze kazdy vyrok je pravdivy nebo nepravdivy. Toto
tvrzeni byva napadano z riznych pozic. Jednim z divodu je, Zze v pifirozeném
jazyce existuje spousta vyrokd, u kterych lze o pravdivosti ¢i nepravdivosti
hovotit jenom s obtizemi (vyroky obsahujici ,indexické* vyrazy, jako je ,ja"
nebo ,tady“, vyroky o budoucnosti atd.). V rdmci matematiky se zrodila jina
namitka, totiz Ze pravdivé je jenom to, co lze dokazat, a pokud nelze né&jaky
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vyrok ani dokazat, ani vyvratit (to jest dokazat jeho negaci), neni ani pravdivy,
ani nepravdivy. (To vychazi z ndzoru, Ze matematika neni popisovanim né&jakého
pifedem daného ,matematického svéta‘, ale spise konstruovanim takového svéta.
Naptiklad vyrok tvrdici existenci matematického objektu, ktery neumime
zkonstruovat, ale ani neumime dok&zat, Ze je nezkonstruovatelny, tedy podle
tohoto nazoru (zatim?) neni ani pravdivy, ani nepravdivy?.)

nahlizena jako standardizace spojeni ,,jestlize ... pak ...“ pfirozeného jazyka; to
se v3ak v nékterych ohledech nezda zachycovat piili§ vérné. Napiiklad axiom

(1) A—>(B—A)

stanovi, ze k pravdivosti implikace staci pravdivost jejiho konsekventu; A tedy
mize implikovat B, aniZ by spolu tyto dva vyroky néjak souvisely. To se nezda
byt ptili§ v souladu s tim, jak v pfirozeném jazyce funguje ,,jestlize ... pak ...*:
véta , Jestlize je v Ciné sucho, pak se v Cesku vaii pivo®, které by podle (1) méla
byt pravdiva prosté v disledku pravdivosti svého konsekventu ,,V Cesku se vaii
pivo®, se zda byt pfinejmenSim problematické.

Problematicky se zda byt i teorém

[6] —~A—(A—B),

podle kterého sta¢i k pravdivosti implikace nepravdivost jejiho antecedentu.
Véta ,Jestlize je Cesko u mote, pak je jeho hlavnim méstem Praha* (kter4 by tak
méla byt pravdiva v disledku nepravdivosti ,,Cesko je u mote®) opét jisté neni
piikladnou pravdivou vétou. Vyrokim (1) a [6] se nékdy fika paradoxy
implikace®. (Z naseho pohledu to oviem 7adné paradoxy nejsou: z hlediska
KVP jakozto formalniho systému totiz jenom vyjadiuji to, ze jsme se implikaci
rozhodli definovat pomoci obvyklé pravdivostni tabulky, na ¢emz jisté neni nic
paradoxniho; a z hlediska KVP jakoZto rekonstrukce jazyka zase ukazuji, Ze
implikaci nelze obecné povazovat za vérnou rekonstrukei spojeni ,jestlize ... pak
... —a to takeé jisté neni zadny paradox.)

2! Viz napt. Heyting (1956) &i Dummett (1977).
?2\/iz Mleziva (1970, §2.4).
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Nejcastéjsi pokusy o ,vylepseni‘ KVP se tedy soustfedi na odstranéni zdkona
vylouceni tfetiho (to jest na opuSténi principu, ze kazdy vyrok ma bud'to
hodnotu P, nebo hodnotu N), nebo paradoxti implikace, to jest na zavedeni
n¢jaké ,lepsi‘ implikace. V nasledujicim oddile se podivame na modifikaci
KVP, ktera spociva v tom, ze se odmitne axiom (10), a tim se blokuje odvozeni
teorému [5].

Je toto odmitnuti rozumné? Axiom (10) se zda fikat, Ze neni-li A nepravdivy,
je pravdivy — a to se muze zdat znit jako neodmitnutelna samoziejmost. Nema-li
A hodnotu N, pak jisté musi mit hodnotu P — oviem za predpokiadu, Ze jednu
z hodnot P a N mit musi. Jakmile bychom pfipustili, Ze mohou existovat vyroky,
které nemaji hodnotu P ani N (to jest kter¢ maji bud’ néjakou jinou hodnotu,
nebo nemaji vibec zadnou), stdvd se (10) problematickym. Pak totiZz nebyt
nepravdivy nemusi byt totéZz jako byt pravdivy. Mame-li tedy davod, proé¢
ptipustit vyroky, které nejsou ani pravdivé, ani nepravdivé, je odmitnuti (10) na
potadu dne.

3.2 Intuicionisticky vyrokovy pocet

Intuicionisticky vyrokovy pocet, IVP, vznikne z KVP tak, Ze se axiom (10)
nahradi slabSim axiomem

(10" A—»(—A—B).

Vyrazem ,slab$i‘ myslime to, ze ackoli (10") je teorémem KVP (je ziejmé
odvoditelny z teorému [6] prostfednictvim [3]), (10) teorémem IVP neni. To
znamend, Ze kazdy teorém IVP je teorémem KVP, avSak nikoli naopak.
Intuicionisticka logika byla ptivodné navrzena L. E. J. Brouwerem (1908;
1913); ptislusny vyrokovy pocet byl pak artikulovan Heytingem (1930; 1934).
(Existuje i tzv. minimalisticka verze intuicionistického poctu, ve které je axiom
(10) vypustén bez nahrady.?® Ta byla navrzena I. Johanssonem (1936) a my se ji
zabyvat nebudeme.) Diky Brouwerové propracované kritice vychodisek klasicke
logiky si tato alternativa klasické logiky ziskala ur¢ity pocet pfiznivetu mezi

2 Viz Mleziva (1970, §111.6); Epstein (2001, §VII.F).
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matematiky a pozd¢ji, zejména diky pracim M. Dummetta, ktery ji spojil se
stanoviskem tzv. anti-realismu®, i mezi filosofy.

Které z teorému, jeZ jsme dokazali pro KVP, zistavaji v platnosti i v ramci
IVP? Urcite ty, které jsme v ramci KVP dokézali bez pouziti teorému (10), to
jest

[1] (A—>A),

[2] (A—>B)—((B—>C)—(A—C)),
[3] (A—>(B—C))—>(B—(A—C)),
[4] (A—>(A—B))—>(A—>B),

[7] A>——A,

[8] (A—>B)—(—-B——A),

[12] A>(—B—>—=(A—B)).

Navic plati i
[6] —~A—(A—B),

k jehoz dtikazu zfejmé sta¢i namisto (10) i (10”).

Zbyvajici teorémy, které jsme v piedchozi kapitole pro KVP dokazali, neplati
(vyuziti axiomu (10) v jejich dikazech v ramci KVP se tedy nelze vyhnout):
Neplati tedy

[5] Av—A,

[9] (-B——-A)—(A—B),

[10] (A—>—B)—((—-A—B)—>A),
[11] (A—>B)—((—A—B)—B),
[13] =(A—B)—A.

Pro IVP plati také véta o dedukci. To vyplyva z toho, co jsme konstatovali

v oddile 2.2: dikaz této véty, ktery jsme provedli, zastava v platnosti pro kazdy
vyrokovy pocet, ktery ma axiomy (1) a (2) a ktery ma jako jediné pravidlo (mp).

#\/iz zejména Dummett (1991).
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V IVP ovSem plati n¢které specialni ptipady téch teorémt KVP, které neplati
obecné. A¢ napiiklad ——A—A teorémem IVP neni, teorémem je

[14] ——A—>—A.
Dikaz je trivialni:
1. A>—A
2. _|_|_|A%_|A
M¢éng trivialnim teorémem je
[15] =——(——A—A):
. —A—>(——A>A)

o O, WN B

Teorém

[7]
1. [8]

1)

1., [8]
(107)

2., 3., 2]
[1]

4.5, (9)

nyni dokazeme tak, Ze nejprve dokdzeme, Ze z ——(A—B) a —B je odvoditelny

—A:

. —(A—B)—(A—B)
_|B

. A—>(—-B—>—(A—B))
. ~B—>(A—>—=(A—B))
. A—>—(A—B)

. A—>(A—B)

. _|A

. ——(A—B)—>(—=(A—B)—>(A—>B))

predpoklad
(6]

1,2
predpoklad
[12]

5., 3]

4., 6.

7., 3.,12]
7.,8.,(9)
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Podle véty o dedukci je tedy teorémem vyrok
——(A—>B)—>(—B—>—A),

a znéj je [16] odvoditelny za pomoci [8] a [2].
Dokazme jesté teorém, ktery budeme pozdéji potiebovat:

1. (AAB)>A (3)

2. ~A—>—(AAB) 1., [8]

3. ——(AAB)>——A 2., [8]

4. (AAB)—>B (4)

5. —B—>—(AAB) 4., 18]

6. ——(AAB)—>——B 5., [8]

7. ——A—>(=—B—(=—Ar——B)) (5)

8. ——(AAB)—>(——B—>(——Ar——B)) 3.,7.12]
9. ——B—>(——(AAB)—>(——AAr——B)) 8. [3]
10. ——(AAB)—(=—(AAB)—>(——Ar——B)) 6., 9., [2]
11. ——(AAB)—>(=—Ar——B) 10., [4]

Dokazme nyni dileZitou vétu o vztahu mezi odvozovanim v KVP a IVP,
které budeme fikat veta o zrcadlent:

Plati: Kdykoli je A odvoditelny z Ay, ..., Ay v ramci KVP, je ——A odvoditelny
Z ——Aq, ..., =—A, v ramci IVP.

Dikaz: Tuto vétu dokazeme tak, Ze ukdzeme, jak je jakykoli dikaz A z Ay, ..., A, v rAmci
KVP transformovatelny na dikaz —A z ——A;, ..., ——A, v ramci IVP. Budeme
postupovat indukci podle délky tohoto diikazu. Pfedpokladejme nejprve, Ze tento dikaz
ma jediny radek. Pak na tomto fadku musi byt A, a ten tedy musi byt bud’ axiomem,
nebo jednim z Ay, ..., A,. Je-li A jednim z axiomd (1)-(9), je i axiomem IVP, a je tedy
v ramci IVP odvoditelny z prazdné mnoziny predpokladi, a tudiz tim spise z —Ay, ...,
——A; a je-li z =—Ay, ..., =—A, v IVP odvoditelny A, je z nich, za pouZiti teorému [7],
odvoditelny i ——A. Je-li A axiomem (10), tj. —A'—>A’, je ——A teorémem [15], a je
tudiz opét odvoditelny z prazdné mnoziny predpokladi, a tim spiSe z ——Ay, ..., =—A.
A je-li A jednim z Ay, ..., A,, musi byt zfejmé ——A jednim z ——Ay, ..., =——A, a je z nich
tedy v ramci IVP odvoditelny.




J. Peregrin: Logika a logiky 63

Piedpokladejme nyni, ze kazdy dikaz A z Ay, ..., A, v rdmci KVP, ktery mé nejvyse
m fadkl, uz umime transformovat na dikaz —A zZ ——Ay, ..., —=——A, VvV ramci VP,
a vezméme né&jaky takovy dikaz délky m+1. V netrividlnim pfipad& je A na jeho
poslednim fadku vysledkem aplikace pravidla (mp) na vyroky A’ a A’—A, které se
vyskytuji v diikazu diive. Protoze tyto dva vyroky jsou tedy z Ay, ..., A, odvozeny na
nejvyse m fadcich, jsou podle indukéniho piedpokladu z ——Ay, ..., ——A, odvoditelné
vyroky ——A’ a ——(A'—>A). Pak je ale s pouzitim teorému [16] z ——A,, ..., =—A,
odvoditelny i ——A.

Klasické odvozovani se tedy v ramci intuicionistického ,zrcadli‘ v podobé
odvozovani dvojitych negaci. Z toho plyne nékolik podstatnych dtsledku.
Ziejmym dusledkem je fakt, ze kdykoli je A teorémem KVP, je ——A teorémem
IVP. Ne tak ziejmym dusledkem je, Ze vyrok tvaru —A je teorémem KVP prave
tehdy, kdyz je teorémem IVP. To je zfejmé v jednom sméru: kazdy teorém IVP
je teoremem KVP, a tedy tim spiSe kaZzdy teorém tvaru —A. Je-li vSak naopak
—A teorémem KVP, pak je podle ptedchoziho tvrzeni ———A teorémem IVP,
a v disledku teorému [14] je tedy teorémem IVP i —A.

Tento disledek 1ze ovSem dale zobecnit na vSechny vyroky, které neobsahuji
disjunkci a implikaci, to jest takové, které jsou vytvofené pouze za pomoci —
a A: kazdy takovy vyrok je teorémem KVP pravé tehdy, kdyz je teorémem IVP.
Abychom to dokézali, zfejm¢ opét staci dokazat, Ze kazdy takovyto vyrok A,
ktery je teorémem KVP, je i teorémem IVP. Je-li A tvaru —A’, pak uz vime, Ze
tomu tak je, a plati to i v pfipadé, ze A je atomicky, protoZe pak A teorémem
KVP neni; zbyva tedy ptipad, kdy je A tvaru A'’A A”. Tento ptipad dokazeme
indukci podle po¢tu konjunkci v A. Vime, Ze nevyskytuje-li se v ném zadna,
tvrzeni plati; pfedpokladejme tedy, Ze A’A A" obsahuje n+1 konjunkci a Ze uz
vime, Ze tvrzeni plati pro vSechny vyroky, které obsahuji konjunkci nejvyse n.
V disledku axiomu (3) a (4) KVP jsou A’ a A” teorémy KVP; a v disledku toho,
Ze jak A’, tak A" obsahuji nejvySe n konjunkci, tedy plati, Ze A’ a A" jsou
i teorémy IVP. Z toho s pouZitim axiomu (5) IVP dostavame, Ze teorémem IVP
jeiA'AA".

Uvédomme si v8ak nyni, ze KVP mizeme artikulovat vyhradné s pouzitim
negace a konjunkce (disjunkci a implikaci mizeme chapat jenom jako notacni
zkratky). Z toho, co jsme pravé ukazali, plyne, ze KVP v této podobé miizeme
prosté ,vnofit* do IVP: tj. kazdy vyrok KVP povazovat i za vyrok IVP. Takze
vedle faktu, ze IVP je ve ziejmém slova smyslu slabsi nez KVVP (kazdy teorém
IVP je teorémem KVP, aviak nikoli naopak), mdme nyni i fakt, Ze KVP je
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v jistém smyslu IVP ekvivalentni (kazdy teoréem KVP, formulovany pomoci
negace a konjunkce, je i teorémem IVP a naopak). Jak to jde dohromady? Neni
to rozpor?

Odpovéd na tuto otazku ziskame, kdyz se zamyslime nad témi vyroky KVP,
které obsahuji disjunkci ¢i implikaci. Kazdy z nich mizeme ,pfelozit’ na vyrok
obsahujici pouze negaci a konjunkci. V ramci IVP tomu vSak tak neni, vyrok
AvB neni ekvivalentni vyroku —(—AA—B) ani Zadnému jinému vyroku
obsahujicimu jenom konjunkci a negaci, a podobné pro A—B. Intuicionistické
operatory jsou tedy v tomto smyslu vzajemné nezdvislé. Samoziejmé ovSem
plati, Ze AvB je teorémem KVP pravé tehdy, kdyZ je —(—AA—B) teorémem
KVP, a tedy teorémem IVP — neni tomu ale tak, ze by toto nastavalo pravé
tehdy, kdyz je AvB teorémem IVP.

To nas miize dovést k nasledujici tvaze: mozna nebylo dobte, ze jsme pro
intuicionistické operatory zavedli stejné symboly jako pro klasické — mozna by
bylo rozumné;jsi nebrat naptiklad intuicionistickou a klasickou disjunkci za dvé
verze téhoz operatoru, ale prosté za dva rtizné operatory. Nemohlo by tomu byt
naptiklad tak, Ze by klasické disjunkci odpovidala v rdmci I\VVP nikoli disjunkce,
ale néco jiného? Zavedeme-li pro intuicionistické operatory jiné znacky nez pro
klasické, tieba ~ namisto —, M namisto A, U namisto v a © namisto —, mizeme
se ptat: je ,tim spravnym‘ piekladem operatoru v do jazyka IVP operator U
(a analogicky pro ostatni operatory)? Ptredchozi tvaha totiz naznalila, Ze
budeme-li brat za intuicionisticky ,pteklad‘ klasického vyroku AvB nikoli
intuicionisticky vyrok AUB, ale vyrok ~(~An~B), miZeme ekvivalenci mezi
KVP a IVP rozsifit i na disjunktivni vyroky KVP, a podobné pro vyroky
implikativni, budeme-li za intuicionisticky ,pieklad® A—~B brat ~(An~B).

Méame tu tedy dva pieklady: (1) ,Standardni‘ pteklad spo¢iva v tom, Ze se
kazdy operator prosté nahradi svym protipolem; takze oznaCime-li pro kazdy
vyrok A KVP symbolem A" jeho pieklad do VP, plati

A" = A, je-li A atomicky,
(—A) =~A,

(AAB) = A"nB’,
(AvB) = A"UB",
(A—>B) =ASB".

Z hlediska tohoto pfekladu nam IVP vychazi jako slabsi verze KVP:
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vyroky I\VP vyroky KVP

teorémy IVP

(2) Ten druhy pieklad se od toho prvniho lisi v tom, jak prekladame disjunkci
a implikaci:

A" = A, je-li A atomicky,
(—A)" =~A,

(AAB) = A"nB’,
(AVB)" = ~(~A"n~B"),
(A—>B) =~(A"n~B).

V tomto piipadé bude vyrok jazyka KVP teorémem KVP pravé tehdy, kdyz
bude jeho pieklad do IVP teorémem IVP; to znamena, ze kdybychom jazyk
intuicionistické logiky omezili na negaci a konjunkci, vysly by IVP a KVP jako
ekvivalentni (jinak budou samoziejmé existovat teorémy IVP, které nebudou
preklady zadnych vyrokid KVP):

vyroky IVP vyroky KVP

teorémy IVP teorémy KVP
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Z toho vyplyva, ze srovnavat dvé logiky dava smysl jediné relativné k néjakému
ptekladu operatort jedné z nich do té druhé. To je dale dokumentovano existenci
dalsiho zajimavého piekladu KVP do IVP:

A" =~~A, je-li A atomicky,
(-A) =~A,

(AAB) = A"nB’,

(AVB)" = ~(~A"n~B"),
(A—>B) =ASB".

I vtomto ptipadé bude vyrok jazyka KVP teorémem KVP pravé tehdy, kdyz
bude jeho pieklad do IVP teorémem IVP. Navic bude platit, ze vyrok A je
v KVP odvoditelny z Ay, ..., A, pravé tehdy, kdyz je pieklad A odvoditelny v IVP
z preklada Ay, ..., A, (coZ neplati v piipadé piedchoziho piekladu).

Abychom to dokazali, dokazme nejprve dvé pomocna tvrzeni:

Plati: Je-li A libovolny vyrok KVP, pak je ~~A">A" teorémem IVP.

Dikaz provedeme indukci. Je-li A atomicky, pak A" je ~~A, a ~~A"DA”" je tedy
~~~~A>~~A, coZ je specilni pfipad teorému [14]. Predpokladejme tedy, Ze A neni
atomicky a tvrzeni véty plati pro viechny jeho podvyroky. Je-li A tvaru —B, pak A"
je ~B", a ~~A">A” je tedy ~~~B">~B”, co? je teorém [14]. Je-li A tvaru BAC, pak A”
jeB'nC", a ~~A">A” je tedy ~~(B'nC")>B 'NC". To se dokaze tak, Ze se z induké-
niho ptedpokladu ~~B™>B" a ~~C">C” odvodi (~~B"~~~C")=(B"nC") a pak se pouzi-
je teorém [17]. Je-li A rovno B—C, pak A" je B'>C’, a ~~ADA" je tedy
~~(B">C")>(B'>C"). Pii ditkazu tohoto tvrzeni se vyjde z faktu, Ze podle [16] plati
~~(B'>C")>(~~B'>~~C"), z toho se potom s vyuZitim teorému [7] odvodi
~~(B">C")>(B">~~C"). Poté se vyuzije indukéni piedpoklad ~~C >C”. Je-li nakonec A
tvaru BvC, pak A" je ~(~B'n~C"), a ~~A">A" je tedy ~~~(~B""~C")o>~(~B"~~C"), coz
je teorém [14].

Oznaéme nyni symbolem A" ten vyrok KVP, ktery vznikne z vyroku A,
nahradime-li v ném intuicionistické operatory odpovidajicimi operatory
klasickymi (takze naptiklad jsou-li A a B atomické, bude (AvB)" rovno
ﬁ(ﬁ—|—|A/\ﬁ—|ﬁB), pl’OtOie (A\/B)* = "(""""'Aﬁ“'""B)).

Plati: Je-li A libovolny vyrok KVP, pak je A"«<>A teorémem KVP.
Dtikaz: Pro atomické vyroky je tvrzeni pfimym disledkem axiomu (10) a teorému [7].
Indukce je pak trivialni.
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Plati: Vyrok A je v KVP odvoditelny z mnoziny vyroki M pravé tehdy, kdyz je
vyrok A" v IVP odvoditelny z mnoziny M = {B" | BeM}.

Dikaz: Necht' je A odvoditelny v KVP z M. Pak M obsahuje prvky Ay, ..., A, takové, Ze
je A odvoditelny z Ay, ..., An. Z druhého z pravé dokazanych pomocnych tvrzeni plyne,
7e pak je A" v KVP odvoditelny z A,", ..., A,%, a tudiz z A;"A...AA,". Pak ale podle véty
o zrcadleni plati, Ze je ~~A" v IVP odvoditelny z ~~(A; N...nA, ). Potom je vak podle
prvniho z pomocnych tvrzeni z ~~(A; N...~A,) odvoditelny i A, A z teorému [7] pak
vyplyva, Ze A" je odvoditelny i z A;"'N...0A, . To znamend, Ze A” je v IVP odvoditelny
zM .

Jestlize je naopak A" v IVP odvoditelny z M”, pak je A* v KVP odvoditelny z M*
(={B"| BeM}); ale z toho podle druhého z pomocnych tvrzeni plyne, Ze A je v KVP
odvoditelny z M.

Tento fakt jako by zase naznaCoval, ze rozdil mezi KVP a IVP je predevsim
v tom, Ze to, co se vramci KVP rozumi pravdivosti, je z hlediska IVP jenom
absenci nepravdivosti. To samoziejmé opét odkazuje k faktu, Ze IVP musi
pocitat jesté¢ s n¢jakou dal$i moznosti (nebo moznostmi) kromé pravdivosti
a nepravdivosti.

Existuje tedy né&jaka jedina ,spravna‘ interpretace operator IVP v KVP (¢i
naopak), kterd by zakladala ten ,spravny pteklad? Je ,spravné‘ chapat treba
klasickou implikaci z hlediska IVP jako nepiipustné Sirokou variantu intuicionis-
tické implikace; nebo nikoli jako implikaci, ale negaci konjunkce antecedentu
s negaci konsekventu? Anebo ji mame chapat jako vyjadieni toho, Ze konsek-
vent neni nepravdivy, neni-li nepravdivy antecedent? Nezda se, Ze by existoval
diivod pro to, abychom nékterou z uvedenych interpretaci upfednostiiovali pred
ostatnimi. Obecné&j$im poucenim je, Ze srovnavat dvé logiky mlizeme riznymi
zpusoby — nemusi existovat jenom jedina ,spravna‘“ interpretace jedné z nich v té
druhé.

Tento fakt samoziejmé plyne z toho, co jsme zdiraznovali v oddile 1.3, totiz
Ze na logicky pocet, jako je KVP, je mozné se divat dvojim zplisobem: mtiZzeme
ho vidét prosté jako abstraktni, formalni objekt, ktery je jednozna¢né vymezen
svou definici, a jednak jako prostfedek zachyceni néceho tomuto objektu
vnéjsiho, tieba n&jakych struktur naseho jazyka. Ztoho prvniho pohledu je
identita operatoru, jakym je tfeba implikace, dana vyhradné pfislusnou
axiomatikou nebo sémantikou (v ptipadé KVP vime, Ze to je totéz; v piipadé
IVP zatim Zadnou sémantiku nemame) — takze naptiklad klasicka implikace je
prosté jinym operatorem neZ intuicionisticka implikace. Z toho druhého si viak
mohou dva operatory (tfeba klasicka a intuicionisticka implikace) odpovidat
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V tom smyslu, Ze jsou oba minény jako pokusy o zachyceni t€hoz (tfeba spojeni
.jestlize ... pak ... pfirozeného jazyka).

3.3 Vicehodnotové vyrokové pocty

Odmitnout zadkon vylouéeni tietiho tedy de facto znamena odmitnout dvojhodno-
tovost sémantiky — to jest pfipustit, Ze muzeme mit vyroky, které nejsou ani
pravdivé, ani nepravdivé. Z tohoto hlediska se zda, Ze vhodnd sémantika pro
intuicionistickou logiku by mohla vzniknout prosté tak, ze by se vedle hodnot P
a N zavedla hodnota tieti (nebo Ze by se sice ponechaly hodnoty dvé, ale
ptipustilo by se, Ze nékteré vyroky nemusi mit ani jednu z nich).

Modifikujme tedy sémantiku KVP tak, aby mohly vyroky nabyvat kromé
hodnot P a N i hodnoty X. Existuji zfejmé riizné zpusoby, jak takovou tieti hod-
notu chépat: vyrok s touto hodnotou mtzeme vidét bud’ jako zachyceni véty,
ktera je prosté nesmyslna (a¢ je tvofena gramaticky spravng), nebo véty, ktera
sice dava smysl, ale z n&jakého diivodu u ni nelze hovotit o pravdivosti ¢i
nepravdivosti, nebo véty, ktera je nékde na hranici mezi pravdivou a neprav-
divou. Piiklady vét prvniho typu by mohly byt tieba Carnapova ,,Caesar je
prvocislo® nebo Chomského ,,Bezbarvé zelen¢ mysSlenky zufive spi*. Mezi véty
druhého typu by mohly pattit naptiklad véty obsahujici zdjmena odkazujici ke
kontextu uziti, jako je ,Ja jsem tady“ (ty sice mohou byt ve vhodném kontextu
uzity k ucinéni pravdivé nebo nepravdivé vypovédi, samy o sobe vsak jisté ani
pravdivé, ani nepravdivé nejsou); nebo véty odkazujici k neexistujicim osobam,
jako je Russellova ,,Soucasny kral Francie je holohlavy*; ¢&i tfeba véty
0 budoucnosti, jako je Aristotelova ,,Zitra bude namoini bitva“ (ty nejsou podle
nekterych logikti pravdivé ani nepravdivé, dokud nenastane cas, o kterém
hovoii). Pfikladem vét toho tietiho typu, to jest vét, které se zdaji byt nékde mezi
pravdivosti a nepravdivosti, jsou véty s vagnimi predikaty (,,Praha je obrovska*).

Pokud tedy pfipustime, ze vyroky mohou nabyvat vedle hodnot P a N
i hodnoty X, musime definovat, jakou hodnotu bude mit vyrok —A, bude-li mit
A hodnotu X, a jaké hodnoty budou mit AAB, AvB a A—B, bude-li mit hodnotu
X jeden ¢i oba zvyrokii A a B. Podle toho, jak na tuto otazku odpovime,
dostavame riizné verze trojhodnotové logiky.
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3.3.1 Boé¢varova trojhodnotova logika

Nejjednodussim zplsobem, jak tyto hodnoty definovat, je stanovit, ze vyrok ma
hodnotu X ve vSech pfipadech, kdy ma tuto hodnotu né&jaka jeho ¢ast. (Tento
zplsob se zvlasté nabizi, chapeme-li hodnotu X prvnim z vySe probiranych
zpasobil, tj. jako vyjadfeni absence smyslu: vyrok, zda se, nemiize byt
smysluplny, nejsou-li smysluplné vSechny jeho ¢asti.) Tak napriklad tabulka pro
konjunkci by v tomto piipadé vypadala takto:

AAB

XIXIX|ZlZz|Z|o|o|o|>
XlZlo|X|Z]lolX|Z]|o|w
XIX[IXIXZz|Zz|X|=Zz]|o

Ve zkracené¢ podobé¢, ve které piseme hodnoty prvniho konjunktu do tadku
a hodnoty druhého do sloupct, to zapiseme jako

o B
EOP XN
P|P[X|N
A X |X[X]X
N [N[X[|N

Zapsany timto zpusobem vypadaji tabulky pro vSechny operéatory této trojhodno-
tové logiky nésledovné:
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Al-A B B B
PN | A8 BTxTN] | B [PIXIN| |AB[PTXN
X| X P[P[X|N PIP[X[P P[P [X|N
N| P A XIXIX[X] | A [XXX[X] |AX[X]X]X

N N[X[N N|PIX|N N[P[X[P

Vysledny logicky pocet navrhl jako prvni Boévar (1939/40) a my ho
budeme oznacovat 3VP-B. Snadno ovSem nahlédneme, Ze v jazyce s takovouto
sémantikou nemohou existovat Zadné tautologie, to jest Z&dné vyroky, jejichZ
hodnota by byla P nezavisle na interpretaci. Kazdy vyrok totiz jisté muze nabyt
hodnotu X: je-li atomicky, pak mu ji lze prosté prifadit, a je-li sloZeny, pak tuto
hodnotu nabude, pfifadi-li se hodnota X kterémukoli jeho atomickému
podvyroku. Tato sémantika tedy rozhodné nevede k mnoziné tautologii, kterd by
splyvala s mnozinou teorému IVP.

Miulzeme mit ovSem pocit, Ze toto je zpisobeno faktem, Ze pro jazyk
s takovouto sémantikou piestava byt rozumna nase ptvodni definice tautologie.
Nem¢éli bychom nyni tautologii chéapat jako vyrok, ktery ma hodnotu P tehdy,
kdyz ma viibec néjakou ze ,skutecnych® hodnot P a N (to jest pokud nema X)?
Snadno se ovSem pfesvédcime, Ze kdybychom definici pojmu tautologie zménili
v tomto smyslu, dostali bychom mnoZinu tautologii totoZnou s mnoZinou
tautologii KVP a zavedeni tfeti hodnoty by tak z tohoto hlediska ztratilo jakykoli
ucinek. (Plyne to z faktu, ze kdyz z tabulek vyskrtame fadky i sloupce pro
hodnotu X, zbydou nam prosté tabulky klasické.)

3.3.2 Kleeneho trojhodnotova logika

Mohli bychom trojhodnotovou sémantiku definovat jinak? Uvazme napiiklad
disjunkci. Jeji klasickou definici miZzeme cist také tak, Ze disjunkce je pravdiva
pravé tehdy, kdyz je pravdivy alespon jeden z jejich disjunktt, bez ohledu na to,
jakou hodnotu ma druhy disjunkt. To nas muze vést k tomu, abychom za
hodnotu vyroku AvB napiiklad v pfipadé€, Ze A ma hodnotu P a B ma hodnotu X,
prohlasili nikoli X, ale P. Obecnéji mtizeme stanovit, Ze

AAB ma hodnotu P praveé tehdy, kdyz ma A i B hodnotu P,
AAB ma hodnotu N pravé tehdy, kdyz ma A nebo B hodnotu N,
AvB m4 hodnotu P pravé tehdy, kdyZ ma A nebo B hodnotu P,
AvB mé hodnotu N praveé tehdy, kdyz ma A i B hodnotu N.
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Trojhodnotova sémantika, kterou timto zpisobem dostaneme, vypada nasledov-
n¢:

Al-A B B B
PN | MBTRTXTN| | A8 [PTXIN| |*B[RTX]N
X| X P[P[X]N P[P[P|P P[P[X][N
N| P A [XIXIXIN] |A[X][P[X][X] |A[X][P][X][X

NI NIN[N N[P[X[N N[P[P[P

Logiku s takto definovanou semantikou navrhl Kleene (1952) a my ji budeme
oznaCovat jako 3VP-K. (Kleene sam oviem svou logiku povaZoval spiSe za
parcialni nez za explicitné trojhodnotovou — onu tfeti moznost vedle P a N
povazoval spie za absenci hodnoty nez za dal$i hodnotu. Slo mu totiz
zejména o to, aby udé@lil specificky status tém aritmetickym vyrokiim, jejichz
pravdivostni hodnoty nezname nebo znat nemtizeme.) Jak lze vSak ukazat,
neexistuji ani pii této sémantice stale jesté Zadné tautologie.

Vsimnéme si, ze ztotoznime-li pravdivostni hodnoty P, X a N s ¢isly 1,%2a0
(coz dava intuitivné spravné uspofadani podle ,miry pravdivosti‘: pravda je
,pravdivéjsi‘ nez ani pravda, ani nepravda; a ta je ,pravdivéjsi‘ nez nepravda),
budou pro operatory platit ony numerické charakteristiky, které jsme zazname-
nali u operatort KVP. Operatory Kleenovy trojhodnotové logiky jsou tedy
V tomto smyslu pfimocarym zobecnénim operatori KVP.

Vsimnéme si ov§em, ze v ramci trojhodnotové logiky jiz nesplyvaji ony dvé
varianty numerické charakterizace implikace, které splyvaly pro KVVP. Ta druha,

|A—B| =1, jestlize |A| < |B|
=0, jinak,

by totiz ziejme vedla k tabulce

A D B
P{PIN|N
AIX[P[P[N
NIP|P|P
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Navic mizeme uvaZovat i o tom, Ze neni-li |A| < |B|, to jest je-li antecedent
pravdivéjsi nez konsekvent, nemuseli bychom celou implikaci prohlasovat za
totalné nepravdivou, mohli bychom jeji pravdivost zmenSit jenom o tolik,
0 kolik pravdivost antecedentu pievySuje pravdivost konsekventu. To by dalo

vzorec

IASB| = 1, jestlize |A| < [B|
= 1- (JA| - [B]), jinak.

(VSimnéme si, ze v rdmci KVP je i1 toto platnou numerickou charakteristikou
implikace.) Z toho by pak vysla tabulka

R
P[P[X]N
A[X]P[P[X
N[P|P|P

ktera se od tabulky Kleenovy logiky 1isi jenom v jediném poli, totiZ
Vv prostfednim, ve kterém ma P namisto X. Nahradime-li Kleenovu implikaci
touto, dostaneme trojhodnotovou sémantiku navrzenou Lukasiewiczem (1930).
Vysledny trojhodnotovy vyrokovy pocet budeme oznaCovat jako 3VP-L.
A v této logice, pfestoze se od té Kleenovy li§i na prvni pohled jenom kosme-
tickym zplisobem, uz existuji tautologie. My se ji budeme podrobné zabyvat
v oddile 3.4.

Mirn¢ odliSnou variantu trojhodnotové logiky dostaneme, kdyz dale
zménime hodnotu A—B pro piipad, kdy ma A hodnotu X a B ma hodnotu N, z X
na N. Tak vznikne pocet, ktery byl navrzen Heytingem (1930) piimo pro tcely
interpretace IVP; ani ten v3ak, jak se ukézalo, nejde s axiomatikou IVP dokonale
dohromady. Axiomatika I\VVP je vzhledem k této sémantice sice korektni, nikoli
v8ak Uplna. Gddel (1932) pak ukazal, ze axiomatika IVP nemize byt uplna
vzhledem k Zadné sémantice, ktera ma kone¢ny pocet hodnot — tedy tim spiSe
k Z&dné trojhodnotove.
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3.3.3 Parakonzistentni ¢tyrhodnotova logika

Mohli bychom uvaZovat o sémantice s vice nez tiemi hodnotami? Z formalniho
hlediska nepochybné ano; avSak davalo by to néjaky rozumny smysl? Jednou
moznosti by bylo rozdélit hodnotu X (ani pravda, ani nepravda) na dvé
hodnoty:

ani pravda, ani nepravda, ale spiSe pravda

ani pravda, ani nepravda, ale spiSe nepravda.

To by nas ale asi dale vedlo k logice pétihodnotové, ktera by vedle téchto dvou
hodnot méla i piivodni hodnotu X (nebot’ pro¢ by mél byt kazdy vyrok, ktery
neni ani uplné¢ pravdivy, ani uplné¢ nepravdivy, spiSe pravdivy nebo spise
nepravdivy?), a analogicky k dal$imu ,rozméliovani‘ hodnot mezi P a N. Tim se
jiz dostavame na padu ,stupiiované pravdivosti‘, ke které se vratime na konci
oddilu 3.4.

K jedné varianté ¢tyfhodnotové logiky nas ovSem muze vést i zcela jiny
motiv. Mzeme usoudit, ze krom¢ vyrokl, které nejsou ani pravdivé, ani
nepravdivé, mohou existovat i vyroky, které jsou soucasné pravdivé i neprav-
divé®. V anglicky psané literatufe se v souvislosti s existenci vyroki
bez

% Lze oviem takovy polet jesté viibec smysluplng povazovat za logiku? Dava né&jaky
smysl piedstava, ze vyrok mize byt soucasné pravdivy i nepravdivy? Chapeme-li logiku
tak, jak jsme ji vymezili na za¢atku této knihy, pak spiSe nikoli. Systémy tohoto druhu se
vSak mohou hodit k néemu, co s predmétem logiky v naSem slova smyslu (to jest
svyplyvanim a jeho demonstrovanim) souvisi — napiiklad k modelovani soustav
presvédcenti, které lidé fakticky zastavaji. Soubor presvédceni n¢jakého ¢loveéka (¢i tieba
celé komunity) totiz jist¢ mtze byt, v disledku lidské nedokonalosti, rozporny, to jest
mize z n& vyplyvat néjaky vyrok a soucasné jeho negace. Takovy soubor tedy muze
vykazovat piekryti pravdivostnich hodnot v pravé uvedeném smyslu — a k jeho
modelovani se tudiz mize hodit ¢tythodnotovy systém pravé uvedeného typu. Otazka,
zda je zde jesté stale opodstatnéné hovotit o logice, ov§em ptetrvava. Z nadeho hlediska
by bylo asi lepsi tak necinit, protoze uvedeny systém jiz sté€zi mize byt povazovan za
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prostfedek ptimého zachyceni toho, o€ logice jde. Pridrzime se ale uzu, v jehoz ramci se
v soucasné dobé termin ,,logika“ obvykle vztahuje i na systémy takovéhoto druhu.
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(,Skute¢né®) pravdivostni hodnoty hovoti o mezerdch v pravdivostnich
hodnotach (truth-value gaps), zatimco v souvislosti s existenci vyroki s obéma
hodnotami o prekryti pravdivostnich hodnot (truth-value gluts)®. Logiky, ve
kterych je takové ptekryti povoleno, se pak obvykle nazyvaji parakonzistentni.

Mame tedy vyrokovy pocet, ve kterém mame kromé dvou standardnich
pravdivostnich hodnot P a N navic dvé dalsi hodnoty: pravda i nepravda a ani
pravda, ani nepravda. Tu prvni oznaéme znakem O, pro tu druhou ponechme jiz
zavedeny znak X. Jeden ze zpusobu, jak se na takovouto sémantiku divat, je
vidét ji jako vysledek kombinace dvou nezavislych pfitazeni pravdivostnich
hodnot vyrokim. Pfedstavme si, Ze mame nikoli jednu, ale dvé trojhodnotové
interpretace 1; a I, (fidici se tabulkami 3VP-K), Ze je tedy kazdému vyroku
piifazena dvojice pravdivostnich hodnot, a Ze hovofime-li o &tyfhodnotové
interpretaci |, hovotime o této dvojici: fikame, ze vyrok ma

(i) hodnotu P, je-li alespon jedna ze dvou mu piifazenych hodnot P a zadna
neni N (tj. ,je pravdivy a nikoli souc¢asné nepravdivy");

(i) hodnotu O, jsou-li mu pfifazeny P i N (,je pravdivy a soucasné nepravdi-
vy

(iii) hodnotu N, je-li mu pftifazena N a nikoli P (,je nepravdivy a nikoli
soucasné pravdivy‘); a

(iv) hodnotu X, neni-li mu pftifazena ani P, ani N (,neni ani pravdivy ani
nepravdivy*).

Vztah mezi 14, 1, a | je tedy zachycen v nasledujici tabulce.

[y
N

N

X|X|Z|Z|Z|v|X|T"|T
X|Z|X|Z|v|Z|o|X|T

X

% Viz napt. Priest (2001).



76 4 Nekteré alternativy

Vezméme nyni napiiklad disjunkci AvB. Jakou hodnotu bude mit, bude-li mit A
hodnotu O a B hodnotu X? Z hlediska pomysinych dvojic ptifazenych hodnot
jde o dva pripady: vyroku A muze byt ptifazena dvojice <P,N> ¢&i <N,P>
a vyroku B dvojice <X,X>. ProtoZe, jak zjistime pomoci tabulky pro disjunkci
ve 3VP-K, ma disjunkce vyrokti s hodnotami P a X hodnotu P, zatimco
disjunkce vyroki s hodnotami N a X hodnotu X, bude mit nase disjunkce
v prvnim piipadé¢ hodnoty <P,X>, zatimco v tom druhém <X,P>. Disjunkce
vyrokll s hodnotami O a X tedy bude mit hodnotu P. Analogicky spocitame
i hodnoty pro vSechna ostatni pole tabulky disjunkce i vSech ostatnich operatori:

Al-A B B B
PN MBleTorxn] AV [pToTx[N A [PTo[x [N
0|0 P[P|O|X]|N P[P|P|P[P P[P|[O[X]|N
X| X AlOJOJOININ || |O[P|O|P|O|  |OIP|O|P|O
N| P X |X[N|X|N X|P[P[X][X X|P[P[X][X

NIN[N|N|N N{P|O[X]|N N[P[P|P[P

Ctythodnotové logice s touto sémantikou budeme fikat 4VP-P (to posledni ,,P*
je zkratkou za parakonzistentni).

Mohli bychom i pravdivostni hodnoty této logiky né&jak uspofadat a tak
prozkoumat jeji numerické charakteristiky? Zda se ziejmé, Ze hodnota P by méla
byt ,vétsi® (,pravdivéjsi‘) nez kterakoli jina hodnota, a kterdkoli jind hodnota by
naopak méla byt vétsi nez N. Jak je to ale s hodnotami O a X — kterd z nich by
mela byt ,vétsi‘? Zde, jak se zda, neni diivod, abychom jednu z nich nadfazovali
té druhé — mame tedy jenom dcdstecné uspotradani (Sipka vede vzdy od mensi
hodnot¢ k vétsi):

PN
@] X
N

V tomto pfipadé nelze konjunkci a disjunkci charakterizovat jako maximum
a minimum: dvojice tvofena O a X prost¢ zadné maximum ani minimum nema.
Pojmy maxima a minima vSak mizeme zobecnit tak, Ze se stanou pouZzitelnymi
i v tomto piipadé. Rekneme, Ze hodnota H je suprémem hodnot H; a H,, jestlize
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(i) je veétsi nebo rovna nez H; i nez H,, a (ii) je menSi neZ kazda jina hodnota,
ktera je vétsi nebo rovna nez Hj i neZ H,. Suprémum H; a H, je tedy nejmensi
z téch hodnot, které jsou vétsi nebo rovny nez ob¢ tyto hodnoty. Pokud existuje
maximum H; a H,, pak je jejich suprémem zfejmé toto maximum, suprémum
vsak mlze existovat, i pokud neexistuje maximum: tak napiiklad suprémem O
a X v naSem diagramu je zfejmé P.

Analogicky fekneme, Ze hodnota H je infimem hodnot H; a H,, jestlize (i) je
mensi nebo rovna nez Hy i neZz H,, a (ii) je vétsi neZ kazdé jina hodnota, které je
mensi nebo rovna neZz H; i nez H,. Opét plati, Ze existuje-li minimum, pak je
infimem toto minimum, Ze v3ak infimum mohou mit i hodnoty, které nemaji
minimum: infimem O a X je zfejm¢ N.

Nyni si muZeme vS§imnout, Zze pravdivostni hodnota konjunkce je v naSi
¢tythodnotové logice infimem pravdivostnich hodnot konjunktd, zatimco
pravdivostni hodnota disjunkce je suprémem hodnot disjunkti. Konjunkci
a disjunkci v této logice je tedy stdle mozné v tomto smyslu povaZzovat za
zobecnéni konjunkce a disjunkce KVP.

Pfirozeny zptisob, jak v ramci této sémantiky definovat pojmy tautologie
a vyplyvani, spociva v tom, ze vyrok prohlasime za pravdivy, kdykoli ma bud’
hodnotu P, nebo hodnotu O. Vyrok je tedy tautologii, neptifazuje-li mu zadna
interpretace jinou hodnotu nez P nebo O; a vyrok vyplyva z mnoziny vyroku
tehdy, kdyZz mu kazda interpretace, ktera z4dnému z prvkd této mnoziny
nepfifazuje hodnotu jinou nez P nebo O, piitazuje také P nebo O. (4VP-P byl
ovSem vytvofen na bazi 3VP-K a podobné jako on nemd tautologie zadné.
Vsimnéme si vSak, ze kdybychom tautologie méeli a kdybychom kontradikci
analogicky definovali jako vyrok, kterému Zadn4 interpretace nepftifazuje jinou
hodnotu nez N nebo O, nebyla by vyloufena existence vyroku, ktery by
byl sou¢asné tautologii i kontradikci — to by byl totiz kazdy vyrok, kterému by
kazda interpretace pfifazovala hodnotu O.) Bylo by ovSem mozné uvazovat
i 0 ztotoznéni pravdivosti pouze s hodnotou P; to by pak ale vedlo k obecné jiné
relaci vyplyvani.

Parakonzistence 4VP-P ma i dal$i neobvyklé disledky. Napiiklad v kazdé
z logik, kterou jsme se zabyvali dosud, vyplyval z A a —A jakykoli vyrok (je-li
totiz A pravdivy, nemuze byt pravdivy —A, a tudiZ neexistuje interpretace, kterd
by piitazovala hodnotu P jak vyroku A, tak vyroku —A; takze pro kazdy vyrok B
je trivialné splnéna podminka, Ze kazda interpretace, ktera ptitazuje hodnotu P
obéma témto vyrokim, piifazuje hodnotu P i vyroku B). Pro pravé probiranou
logiku to ovSem neplati. Interpretace Cinici pravdivym (tj. pfifazujici P nebo O)
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jak vyrok A, tak vyrok —A, zde existuji — takova je totiZz kazda interpretace, kterd
ptitfazuje vyroku A hodnotu O. A takova interpretace mize jisté spousté jinych
vyrokli pfifazovat hodnotu X nebo N; a tyto vyroky pak tedy z A a —A
nevyplyvaji.

V parakonzistentni logice je takto od sebe oddélen ,lokalni spor (tj. ptipad,
kdy z né&jaké mnoziny vyplyva néjaky vyrok spolu se svou negaci) a ,globalni
spor® (pfipad, kdy z mnoziny vyplyva kazdy vyrok) — jeji proponenti se totiz
domnivaji, Ze pocty s ,lokalnimi spory‘ (na rozdil od ,globalnich‘) mohou byt
z hlediska logiky stale jeste¢ zajimavé, protoze lidé fakticky nékdy zastavaji
presvédceni, ktera jsou ve skuteCnosti sporna, a piesto s nimi relativné tspé$né
pracuji.

3.4 Lukasiewiczovy troj- a vicehodnotove logiky

Vratme se nyni k trojhodnotovému vyrokovému pocétu 3VP-L. Konstatovali
jsme, Ze v této logice existuji tautologie — nejsou jimi oviem vSechny tautologie
KVP (jakkoli kaZzda tautologie této logiky bude tautologii KVP, coZz vyplyva
z toho, Ze operatory se pro hodnoty P a N chovaji stejné jako v ramci KVP).
Tautologiemi jsou vsak prekvapive i nékteré z vyrokd, které nejsou dokazatelné
v IVP, naptiklad, jak se snadno presvéd¢ime, ——A—A. Ani tato sémantika tedy
rozhodné neodpovida axiomatice [VP.

Axiomatizaci 3VP-L. mizeme jednoduse ziskat z Tarského axiomatizace
KVP (viz §2.4) zménou jediného axiomu (diikaz Uplnosti viz Wajsberg, 1931%"):

() A>(B—A),

(1) (A—>B)—((B—~C)—>(A—>0C)),
() (-A->—-B)—>(B—A),

(IV) (A>—A)>A)>A.

Disjunkce a konjunkce jsou pak definovany predpisem

AvVB =p¢s (A—>B)—B,
A~B =Def. —|(—|AV—|B)

%" Jinou, pon&kud prihledng&jsi axiomatizaci uvadi Epstein (2001, §VI11.C.1.b).
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(Vsimnéme si, ze zatimco v rdmci KVP je vyrok (A—B)—B ekvivalentni vyroku
—A—B, v ramci 3VP-L tomu tak neni, takZe kdybychom disjunkci definovali jako
zkratku za druhy z téchto vyroku, dostali bychom jinou variantu disjunkce,
apotazmo pak i konjunkce. ProtoZe Lukasiewicz sam pracoval pouze s negaci
a implikaci, neda se fici, ktera z té€chto definic by byla ,ta spravna®).

Je ztejmé, ze tato logika (a obecnéji kazda vicehodnotova logika s kone¢nym
po¢tem hodnot) je rozhodnutelna: rozhodnout o tom, zda je né&jaka formule
tautologii, je totiz moZzné pomoci tabulkové metody zcela analogicky jako
v ptipadé KVP.

Abychom mohli konstatovat nckteré vlastnosti tohoto systému, dokazme
nékolik teorémt, které tento vyrokovy pocet sdili s KVP. (Samoziejmé, zZe
vzhledem k tomu, Ze axiomatika 3VP-L je vzhledem k jeho sémantice Gplna,
mohli bychom fakt, Ze jsou tyto vyroky teorémy, dokazat i tak, Zze bychom
ukézali, Ze to jsou tautologie, coZ je zpravidla jednodussi; my vSak predvedeme
jejich diikazy z axiomt, abychom axiomatiku tohoto poétu trochu osvétlili.)

[I] A->A:

1. A>((A—>—A)—>A) M

2. (A>—A)>A)—>A (v)

3. A-A 1.,2.,()

Nyni dokdzeme, Ze vyrok A—C je odvoditelny z vyroktit A—(B—C) a B:

1.B predpoklad
2.(C»>-C)—»B 1., (D)

3. (B>C)—»((C—>—-C)—>0C) 2., (1)

4. ((C>=C)—»>C)—»0C)—((B—~>C)—C) 3., (I

5. (C>—=C)—»C)—>C) (Iv)

6. (B—>C)—>C 5., 4.

7. A>(B—C) predpoklad
8.A—C 7.,6., (I

To znamend, Ze jsou-li A—~(B—C) a B teorémy, je teorémem i A—C. Pomoci
tohoto vysledku nyni k diikazu vyroku

[11] B—>((B—~C)—C)



80 4 Nekteré alternativy

sta¢i — vzhledem k tomu, Ze ((C—»—C)—>C)—>C je axiomem - dokazat, Ze
teorémem je B—((((C—»—C)—C)—C)—((B—C)—C)):

1. (C»>—-C)—B)—>((B—>C)—((C»>—-C)—C)) (m

2. (C>—-C)—»C)—>0) (v)

3. (B>C)—>((C—>—-C)—>C))—~(((C—>—-C)—>C)—>C)—>((B—>C)—>0))
(1

4. ((C—>—-C)—»B)=(((C>—-C)—C)—C)—((B—~C)—~0)) 1,3,

5. B—»((C—»>—-C)—B) ()

6. B> ((((C>—-C)—>C)—>C)—>((B—~C)—C)) 5,4, ()

Dale dokazme

[111] (A—(B—C))—(B—~(A—C)):

1. (A—>(B—>C))—(((B—>C)—>C)—>(A—0C)) (m
2. (B—>((B—>C)—C)—~>((((B—~>C)—>C)—>(A—>C))—(B—>(A—C)))
(11
3. B—>((B—C)—0C) (1]
4. ((B>C)—»C)—>(A—C))—(B—~(A—C)) 3., 2.
5. (A—>(B—C))—(B—~(A—C)) 1.,4., ()

Mezi dalSi teorémy 3VP-L patfi:

(—-B—>—-A)—>(A—>B),
A—>——A,

—A-A,
—A—>(A—B).

Jak se vSak snadno ovéfi tabulkovou metodou, tautologii, a tudiz ani teorémem
3VP-L neni axiom KVP

(A—>(B—>C))—>((A—>B)—>(A—Q)).

(Nabyvaji-li totiz vyroky A a B hodnotu X a vyrok C hodnotu N, nabyva vyrok
A—B hodnotu P, vyroky A—»C a B—C hodnotu X, vyrok A—(B—C) tudiZ
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hodnotu P a vyrok (A—B)—(A—C) hodnotu X, a cely vyrok méa tedy hodnotu X.)
Nemuiizeme proto pouzit vysledek z oddilu 2.2, ktery tika, Ze jsou-li tento vyrok
plus vyrok A—(B—A) teorémy a je-li jedinym odvozovacim pravidlem (mp), plati
véta o dedukei.

A véta o dedukci v 3VP-L skutecné neplati. To plyne napiiklad z faktu, Ze
zatimco z vyroki A—>(A—B) a A je odvoditelny vyrok B (prosté dvojim pouzitim
(mp)), vyrok

(A—>(A—B))—>(A—B)

teorémem 3VP-L neni (to se ovéii opét tak, Ze se ukaze, ze tato formule neni
tautologif).

Véta o dedukcei se vSak pro 3VP-L stane platnou, zaéneme-li za ,skute¢nou’
implikaci povazovat nikoli operator —, ale operator ~ definovany piedpisem

A~B =pes A—>(A—>B).

Jak se da totiz ukazat (viz Epstein, 8VI1II1.C.a), je A odvoditelny z Ay, ..., A, pravé
tehdy, kdyZ je vyrok Ay—~(...(A_1—Ay)...) teorémem. Z toho také vyplyva, Zze A je
odvoditelny z A;, .., A, pravé tehdy, kdyz z nich wvyplyva. Vyrok
Ar~(...(An1—An)..) je totiz v disledku korektnosti a uplnosti teorémem pravé
tehdy, kdy?Z je tautologii, a jak Ize dale ukézat, je Ai—(...(An-1—An)...) tautologii
pravé tehdy, kdyz A vyplyva z A,, ..., A,. Tento posledni fakt vychazi na svétlo,
kdyZ pro - zkonstruujeme pravdivostni tabulku:

R B
| P|X]N
PlP[X|N
AlX|P[P[P
N|P[P[P

Z ni je patrné, Ze A~B nema pii dané interpretaci hodnotu P pravé tehdy, kdyz
ma A hodnotu P a B ji nem&. A protoZze B vyplyva z A pravé tehdy, kdyz kazda
interpretace pfifazuje B hodnotu P nebo A hodnotu jinou nez P, je A-B je
tautologii pravé tehdy, kdyz z A vyplyva B. Zobecnéni na Ay—=( ... (An1—Ay) -..)
je pak nasnadg.
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Vratme se jesté ke vztahu mezi mnozinami teorémtt KVP a 3VP-L (uz jsme
vidéli, ze teorémem 3VP-L neni axiom (2) KVP). Mezi dalsi teorémy KVP,
které nejsou teorémy 3VP-L, patii

(A—>B)—>((A—>—B)—>-A),
(-A—>—=B)—>((—A—>B)—>A),
(A—>B)—((-A—B)—B),
Av—A.

Pokud jde o obecny vztah mezi 3VP-L a KVP, snadno dokaZzeme, Ze axiom
(IV) 3VP-L je teorémem KVP:

1. (A—>A)—>((wA—>A)—>A)) [11]

2. A>A [1]

3. (wA—>A)>A 2,1

4. -A—(A—>—-A) (1)

5. (A= (A—>—-A))=>(((A>—A)>A)—>(—A—A)) [2]

6. (A—>—A)>A)—>(—-A—>A) 4., 5.

7. (A>—A)>A)>A 6., 3., [2]

To znamena, Ze podobné jako v ptipadé IVP je kazdy teorém 3VP-L i teorémem
KVP, avsak nikoli naopak; 3VP-L je tedy v tomto smyslu obsazen v KVP.
Avsak i v tomto pfipadé je mozné také naopak interpretovat KVP v 3VP-L.
Rozlisme pro tento Gcel opét symboly pouzivané obéma polty — nahrad’me
v jazyce 3VP-L dosavadni — a — symboly ~ a o; a interpretujme A—B ve
3VP-L jako Ao(A-B) a —A jako Ao~A. Definujme tedy pieklad KVP do 3VP-L
predpisem (A" znagi preklad vyroku A do 3VP-L):

A" = A, je-li A atomicky,
(A—>B) = A'5(ASB),
(ﬁA)* =A>~A".

Tabulkovou metodou se snadno presvédéime, Ze preklady vSech axiomit KVP
budou tautologiemi 3VP-L a pieklad pravidla (mp) bude zachovavat tautologi¢nost
— z toho plyne Ze tautologii, a tedy teorémem 3VP-L bude picklad kazdého
teorému KVP. Timto zpisobem lze tedy KVP ,vnofit’ do 3VP-L a vztah mezi
témito dvéma kalkuly je tedy podobné nejednoznacny jako vztah mezi KVP a IVP.
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Jak se da také ukazat, neni 3VP-L denota¢né nasyceny — ne kazdy operator,
ktery je semanticky definovatelny pomoci trojhodnotové tabulky, je ,vyrobitel-
ny* z operatortt 3VP-L. Napiiklad operator s nasledujici tabulkou prostfednic-
tvim téch, které uz mame (to jest konjunkce, disjunkce, implikace a negace),
definovatelny neni?®:

XX [X[%

Z|X|o|>

Slupecki (1939) ov3em ukézal, Ze rozsifime-li 3VP-L pravé o tento operator
a pridame-li k Wajsbergové axiomatizaci axiomy

xA——xA,
ﬁXA—)XA,

dostaneme trojhodnotovy vyrokovy pocet, ktery bude nejenom korektni a Gplny,
ale i denota¢né& nasyceny.

S vyuzitim numerickych charakteristik, které stoji v zakladé¢ 3VP-L (viz
83.3.2), ovSem mulZeme definovat i logiku s vice nez tfemi hodnotami.
Takovymi logikami se zabyvali Lukasiewicz a Tarski (1930). MiZzeme tak
definovat ¢tyi-, péti- i vicehodnotové logiky, nebo dokonce logiku, ktera bude
mit nekone¢né pravdivostnich hodnot. Ta mize byt zvlasté zajimava z hlediska
myslenky ,stupfiované pravdivosti‘, na kterou jsme jiz narazili vyse.

Reknu-li New York je velkomésto, je to jisté pravda. Reknu-li Praha je
velkomésto, je to také pravda — jsme vSak v pokuseni fici, Ze je to pravda ,0 néco
méne‘. Z tohoto hlediska se mize zdat byt rozumné uvazovat o né€jakém spektru
,pfechodovych® hodnot mezi P a N. Nejbéznéjsi je angazovat nekonecnou
mnozinu pravdivostnich hodnot odpovidajici redlnym ¢isliim mezi 0 a 1, s tim,
Ze 0 odpovida N a 1 odpovida P.

Na takovémto systému pravdivostnich hodnot jsou zalozeny vyrokové pocty,
kterym se fika fuzzy, tedy néco jako mlhavé. Nekone¢néhodnotova varianta
Lukasiewiczovy logiky je tedy druhem fuzzy logiky; a my ji budeme oznacovat

% \/iz Mleziva (1970, §5.3).



84 4 Nekteré alternativy

FVP-L®. Bude mit tento vyrokovy pocet stejné axiomy jako 3VP-L? Lze
ukazat, ze zatimco axiomy (I), (II) a (III) ztstavaji v platnosti pro variantu
3VP-L s jakymkoli po¢tem hodnot, u (IV) tomu tak neni. Piedpokladejme
napiiklad, ze vyroky mohou nabyvat hodnoty?s. Ma -li A tuto hodnotu, pak ma
—A hodnotu ¥4, takze A—>—A ma hodnotu 1 — (% — ¥4) = Y. (A—>—A)—>A ma tedy
hodnotu 1, a ((A—»>—A)—>A)—A ma tudiZ hodnotu 1 — (1 — %) = %. Axiom (IV)
tedy rozhodné neni tautologii FVP-L.

Axiomatizaci FVP-L ovSem mlZzeme dostat z axiomatizace 3VP-L. zménou
pravé tohoto axiomu (viz Rose and Rosser, 1958):

() A—>(B—A),

(I (A—>B)—>((B—>C)—>(A—0)),
(1) (-A——-B)—(B—A),

(IV") (A—>B)—>B)—((B—A)—A).

(Konjunkce a disjunkce jsou pak definovany analogicky jako ve 3VP-L; a tak
jako v ptipadé 3VP-L existuji nejméné dvé plausibilni moznosti, jak je defi-
novat.)

To, Ze pro FVP-L neplati véta o dedukei, 1ze ukazat stejnym zptisobem, jako
jsme to ukazali pro 3VP-L — jeho teorémem totiz opét neni

(A—>(A—B))—>(A—B),

ackoli z A—(A—B) a A Ize s pouZzitim (mp) odvodit B. (Plati ovSem jistd obdoba
vysledku uvedeného pro 3VP-L a — — B je totiZ ve FVP-L odvoditelny z A pravé
tehdy, kdyZ je teorémem alespoii jedna formule tvaru (A— ... (A—B)...).)

Vzhledem k tomu, Ze FVP-L ma nekonecny pocet hodnot, neni pro ngj
pouZitelnd rozhodovaci procedura, kterou pouzivame pro vicehodnotové
vyrokové pocty s konecnym poc¢tem hodnot: rozhodnout o tom, zda je dany
vyrok tautologii, a tedy teorémem, nelze tak, Ze bychom prost¢é spocitali jeho
hodnoty pro vSechna mozna ohodnoceni jeho atomickych podvyrokii. Piesto
vSak lIze ukazat, Ze FVP-L rozhodnutelny je (Hajek, 1998, Kapitola 6).

Ani takovato nekone¢n€¢hodnotovd sémantika tedy neni ptihodna pro
intuicionistickou axiomatiku — jeji tautologie se nekryji s teorémy IVP. Ukazuje

 Existuji oviem i jiné verze FVP — viz Hajek (1998).
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se tedy, Ze k axiomatizaci IVP by ,nepasovala‘ Zadnd z vicehodnotovych
sémantik, které jsme probrali. To oviem neznamend, Ze pro tuto axiomatiku
neexistuje vithec Zadna sémantika — k takové sémantice se vSak propracujeme az
pozdé&ji (v oddile 6.1).

3.5 Souvislostni a relevanéni vyrokové pocty

Jak intuicionisticky vyrokovy pocet, tak vyrokové pocty vicehodnotové odmitaji
zakon vylouéeni tietiho a dvojhodnotovost sémantiky. Soucasné je ale mozné se
na n¢ divat i jako na cesty ,vylepSovani‘ klasickych operatort, predevsim
implikace. Jak v ramci IVP, tak v ramci onéch vicehodnotovych vyrokovych
poctd, kterymi jsme se zabyvali, skuteéné dostavame nové verze implikace,
které jsou ,striktn¢jsi‘ nez ta klasicka (v tom smyslu, Ze pfi ,standardnim’
prekladu neni kazdy teorém KVP obsahujici pouze implikaci i jejich teorémem).

I v ramci téchto poctl ovsem stale plati paradoxy implikace, tj. vyrok A—>B
je stale implikovan jak vyrokem B, tak i vyrokem —A. OvSem ma-li byt
implikace zachycenim ,,jestlize ... pak ... pfirozeného jazyka, pak se mize zdat,
Ze jeji ,rozumnost‘— a tim spiSe jeji pravdivost — piedpoklada, Ze jeji antecedent
a konsekvent spolu né&jak souviseji, ze je antecedent pro konsekvent néjak
relevantni. (Tak napiiklad jiz probirana véta ,,Je-li v Ciné sucho, vaii se v Cesku
pivo* se nezda byt ,rozumna‘ pravé proto, ze jeji dveé ¢asti spolu nijak nesouvi-
seji.) Zda se tedy, Ze k tomu, abychom definovali takovou variantu implikace,
jaka by byla vice v duchu bézného ,,jestlize ... pak ...“, bychom potiebovali n&jak
formalizovat vztah ,souviseni‘ mezi vyroky. Jednim z nejfrekventovanéjsich
navrhl je povazovat dva vyroky za souvisejici pravé tehdy, kdyZ se v obou
Z nich vyskytuje alespon jeden spolecny atomicky podvyrok.

Vystihovalo by toto omezeni intuitivni pojem souviseni? Mozna stejné ne
zcela. VSimnéme si, Ze podle n&j spolu souviseji naptiklad vyroky tvarQ
AA(Bv—B) a B, tedy napiiklad ,,V Cing je sucho a v Cesku se vaii pivo nebo se
v Cesku nevaii pivo* a ,,V Cesku se vaii pivo“. Piesto viak tato cesta stoji za
prozkoumani. Zapisujme

A souvisi s B
jako

A=B.
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Pridame-li = k jazyku vyro kového poctu jako novy binarni operator, budeme
moci definovat relevantni implikaci — jako zesileni implikace KVP predpisem

(A~B) =per. (A>B)A(A=B).

Jakymi axiomy ¢i jakou sémantikou by se mél operator fidit? Epstein (2001,
8111) udava nasledujici axiomy:

(B) (A=B)—>(B=A),

(C) (A=B)«>(—A=B),

(D) (A~(B—C))>((A=B)v(A=C)),

(E) (A=(BAC))«>(A=(B—C)).
Da se ukazat, Ze pro libovolné dva vyroky A a B plati A=B pravé tehdy, kdyz A
obsahuje n&jaky atomicky podvyrok A’ a B atomicky podvyrok B’ tak, ze A'~B'.

Ptidame-li tedy tyto axiomy ke KVP, miizeme zavést — prostiednictvim vyse
uvedené definice. Vysledny jazyk ovSsem muzeme modifikovat tak, ze vezmeme
— za primitivni operator a = za nota¢ni zkratku. To nam umoziuje fakt, Ze vyrok
(A=B) je, jak se snadno piesvéd¢ime, ekvivalentni vyroku A—(B~B). Dosadime-
li totiZ v tomto poslednim vyroku za (B~B) z definice ~, dostadvame vyrok

A~((B—>B)A(B=B)),

ktery je — v duasledku toho, ze (B=B) je axiomem (a Ze vyrok (B—B)A(B=B)
obsahuje tytéZ atomické podvyroky jako (B—B)) — ekvivalentni vyroku

A~(B—B).

Dosadime-li nyni do né&j z definice —, dostavame
(A—>(B—B))A(Ax(B—B)),

coz mizeme s pouzitim axiomu (D) dale upravit na

(A—>(B—B))A((A=B)V(A=B))
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a posléze na

(A—(B—B))A(A=B).
Avsak protoze A—(B—B) je teorémem KVP, redukuje se toto na

A=B.

Kompletni axiomaticky systém souvislostni logiky [relatedness logic], ktery
Epstein zalozil na téchto tivahach, ov8em neni piili§ pruhledny. Definujeme-li

A=B =p A’_’(BHB)'
AAB  =per —(A~(B-—((A~B)~(A~B)))),
A—B =p —|(A/\_'B),

mohou axiomy vypadat nasledovne:

(A=B)~(—A=B),
(—A=B)~(A=B),
(A=B)~(B=A),
(A=B)~(A=(B~C)),
(A=C)~(A=(B~C)),
(A=(B~C))~(—(A=B)~(A=C)),
(A-B)~(A=B),
(A-B)~(A—B),

A-A,
(A—>B)~((A=B)~(A~B)),
—A~(A—>B),

B-(A—B),
(A—>(C~D))~((A—>C)~(A—>D)),
(=A—>—B)~((=A—>B)-A).

Lze ukazat, ze tento systém, kterému mazeme tikat SVP, je rozhodnutelny; véta
0 dedukci neplati pro —, ale plati pro ,nadstavbovy‘ operdtor —. Pro tento
systém lze definovat i jistou sémantiku, kterou se my zde ovSem nebudeme
zabyvat.
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Vétsi pozornost nez poctim tohoto druhu je ovSem zejména v posledni dobé
vénovana tzv. relevancnim logikam [relevance logics nebo relevant logics],
které k témuz problému pfistupuji trochu jinak, a to tak, Ze nestavéji na klasické
implikaci, ale jsou zaloZeny pifimo na axiomech vymezujicich implikaci
alternativni. Cilem téchto logik je zredukovat axiomaticky systém KVP tak, aby
teorémy nebyly nékteré nebo vSechny z nasledujicich vyroku:

(a) A—>(B—A),

(b) A—(B—B),

(c) A>((A—~>B)—B),
(d) A>(—-A—B),

(e) (AA—A)—B,

() A>(B—(AAB)).

Jak se takovych teorémt zbavime? Soustfed'me se nejprve pouze na implikaci.
Vyjdeme-li z KVP, pak prvni véci, kterou vidime, je to, Ze musime odmitnout
axiom (1), ktery je totozny s (a). Tim vsak ptijdeme i o teorémy [1]-[4], které se
zdaji artikulovat vlastnosti implikace, jeZz nemuseji byt v rozporu ani s jejim
relevancnim chapanim. Pfijmémé tedy tyto teorémy za axiomy relevanéni logiky
implikace. Snadno zjistime, Ze pak nepotiebujeme axiom (2), protoze ten je
z nich odvoditelny. Mame tedy axiomy

A—A,
(A—>B)—((B—>C)—(A—C)),
(A—>(B—C))—(B—(A—C)),
(A—>(A—B))—>(A—B).

Ty spolu s pravidlem modus ponens tvofi zaklad jedné z moznych axiomatizaci
systému relevanéni logiky, ktery Anderson a Belnap (1975; 1992) nazvali R
a kterému my budeme fikat RVP-R. Teorémy RVP-R nejsou (a) ani (b), jeho
teorémem vsak zlistava (c).

Neni jednoduché tento systém rozsifit o axiomy pro dal§i operatory
(kdybychom prosté piidali pfislusné axiomy KVP, relevanénost implikace
bychom opét narusili). Anderson a Belnap doplnili RVP-R axiomy

A—>(AvB),
B—(AVB),
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(AAB)—>A,

(AAB)—B,

(AA(BVC))— ((AAB)V(AAC)),
((A—>B)A(A—C))—>((A—(BAC)),
((A—>C)A(B—C))—((AvB)—C),
ﬁﬁA—)A,

(A>—B)—>(B—>—A)

a odvozovacim pravidlem
A, B/ AAB.

Titiz autofi hledali i variantu relevan¢ni logiky, jejimz teorémem by nebyl ani
(c). Vysledkem byl relevantni vyrokovy pocet RVP-E: axiomy tohoto poctu pro
implikaci se shoduji s axiomy pro implikaci RVP-R, s tim rozdilem, Ze posledni
z uvedenych axiomi RVP-R (tj. (A—>(A—B))—(A—B)) je nahrazen axiomem

(A—>C)—~(((A—>C)—B)—B).

Systém axiomu pro ostatni operdtory RVP-E se pak sklada z axiomt RVP-R
plus dvou dalSich:

(A—>—A)—>—A,
(((A>A)>A)A((B—B)—B))—(((AAB)—>(AAB))—(AAB)).

Odvozovaci pravidla jsou tataz.

Routley, Plumwood, Meyer a Brady (1982) definovali pro relevan¢ni logiku
sémantiku (kterou se my budeme zabyvat az v oddile 6.2), a v souvislosti s tim
zkoumali fadu dalSich relevanénich logik, z nichz si vS§imneme té, které budeme
fikat RVP-B a ktera je, jak uvidime, v jistém smyslu minimalni. Jeji axiomaticky
systém je nasledujici (protoze ted’ jiz jsme se dostali k systémtm, které maji vice
odvozovacich pravidel nez jenom (mp), musime jiz explicitné uvadét i pravidla):

A—A,

A—(AvB),
B—(AvB),
(AAB)—A,
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(AAB)—B,
(AA(BVC)—((AAB)V(AAC)),
((A—>B)A(A—C))—>(A—>(BAC)),
((A—>C)A(B—C))—((AvB)—C),
——AA,

A, A—>B /B,

A, B/ AnB,
A—B/(C—»>A)—>(C—B),
A—B/ (B—C)—(A—>C),
A—>—B/B—>—A.

Tento systém je mozné zesilovat pridavanim nékterych z nasledujicich axiomti:

(A—>—B)—(B—>—A),
(A—>B)—((B—>C)—(A—-C)),
(A—>B)—((C—>A)—(C—B)),
A—((A—>B)—B),
(A—>(A—B))—>(A—B).

D4 se ukéazat, Ze ptidame-li k axiomum RVP-B tyto axiomy vSechny, dostaneme
po upravach (vyvolanych tim, Ze se jejich pfidanim nékteré z pivodnich axiomil
a pravidel RVP-B stanou nadbyte¢nymi) systém RVP-R.

Pro relevanéni logiky samoziejmé nemiize platit véta o dedukcei: kdyby totiz
platila, byly by automaticky teorémy néckteré z vyrokd, které relevancni logika
odmita, napiiklad A—(B—A). Plati ovSem néekteré jeji varianty — napiiklad pro
implika¢ni fragment RVP-R je tomu tak, Ze A,—A,.1 je odvoditelny z A, ..., Ans
pravé tehdy, kdyz je A, odvoditelny z Ay, ..., Ay a A, je pro Ay relevantni (to
jest hraje v odvozeni A, z A, ..., Ay ,netrivialni roli®).

Pokud jde o rozhodnutelnost, bylo dokadzano, Ze zatimco RVP-B rozhodnu-
telny je, silngjsi systémy R a E rozhodnutelné nejsou. Vzhledem k axiomatické
slozitosti a neprihlednosti nebudeme tyto systémy dale zkoumat; o jejich
sémantice budeme pojednavat v oddile 6.2.



4 Modalni vyrokova logika a mozné svéty

4.1 Operator nutnosti

Predstavme si, ze bychom chtéli nikoli reformovat operatory KVP ¢i nektery
z nich nahradit n¢jakou lepsi variantou, ale pfidat ke KVP néjaky zcela novy
operéator, stim, Ze ty existujici ponechame tak, jak jsou. Jakeé dal3i operéatory
bychom mohli ke KVP pridavat? Pokud bychom zistali u standardni sémantiky,
pak ovSem netrivialn¢ zadné: fakt denotacni nasycenosti KVP ukazuje, Ze
v takovém piipadé nemizeme dodat zadny operator, ktery by jiZz nebyl v KVP
implicitn¢ obsazen.

Podivame-li se ovSem na KVP z hlediska jeho axiomatiky, nezda se byt
roz$iteni ni¢im nepfirozenym. Pro¢ bychom nemohli pfidat novy operator
a axiomy, které vymezuji jeho fungovani? Uz od antiky se napiiklad uvaZovalo
0 operétorech nutnosti a moZnosti. Ty by bylo mozné rekonstruovat jako unarni
vyrokové operatory, podobné jako negaci. Zamysleme se nad operatorem
nutnosti, pro n&jz se v ramci moderni logiky zacalo uzivat znaku o. Vidime-li
oA jako zachyceni nutné A, pak se zda, ze nemize neplatit naptiklad

oA — A,

a tento vyrok bychom tedy mohli pfijmout jako axiom.

Predstavme si, ze bychom takovy operator nutnosti chtéli ptidat do KVP.
Ptijeti pravé uvedeného axiomu by ziejmé znamenalo zaplnéni jednoho tadku
Vv pravdivostni tabulce pfislusnéo (protoze tento axiom je v KVP ekvivalentni
—-A — —||:|A):

A |OA
P| ?
N

Z tohoto hlediska se zda byt kaplné specifikaci nového operatoru potieba,
abychom do tabulky doplnili onu druhou, chybéjici hodnotu. Tou by ovsem
mohlo byt jediné bud’ P, nebo N. V tom prvnim piipad¢ by se stal vyrok A
prostd ekvivalentem A (ao by tedy byl operatorem | z Oddilu 2.3); vtom
druhém by byl vyrok A vidy nepravdivym (tak?ex by splynul s (). Ani
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Vjednom z téchto pfipadi by ctakamoziejmé nemohl byt smysluplné
povaZovan za operator nutnosti.

Budeme-li vyroku o A fikat necesitace vyroku A, pak mtiizeme problém, pied
kterym stojime, formulovat nasledujicim zptsobem: neplati ani to, Ze by byla
necesitace kazdého pravdivého vyroku pravdivd, ani to, Ze by byla necesitace
kazdého pravdivého vyroku nepravdiva. Zda se tedy, Zze abychom mohli pro
vyrobit pravdivostni tabulku, museli bychom rozlidit dva druhy pravdivych
vyroki — takoveé, které jsou pravdivé nutné, a takové, které jsou pravdivé jenom
kontingentnée, tedy nikoli nutné:

A | oA
NP| P
KP| N
N | N

Ted ovsem musime i v druhém sloupci tabulky nahradit zruSenou hodnotu P
jednou z jejich nastupkyni. To se vSak nezda byt problematické — nemiZzeme se
zde sice asi opfit o zddnou jasnou evidenci, nezda se vSak nepiirozené ustanovit,
Ze je-li A nutné pravdivy, bude oA pravdivy nikoli kontingentné, ale nutné:

A | oA
NP | NP
KP| N
N | N

Nyni, kdyz jsme nahradili hodnotu P hodnotami NP a KP, ovSem piestavaji
fungovat tradi¢ni pravdivostni tabulky pro negaci, konjunkci atd. — musime je
nahradit podrobné&j$imi tabulkami s novymi hodnotami. Negace bude nyni
ziejmé ptifazovat hodnotam NP i KP hodnotu N, a hodnoté N jednu z hodnot KP
a NP. Kterou? Bude negace nepravdivého vyroku kontingentné, ¢i nutné
pravdiva? To zjevné zavisi na tom, o jaky vyrok pujde: negace vyroku ,,Vaclav
Havel je hokejista“ bude pravdiva kontingentnég, zatimco negace vyroku ,,Vaclav
Havel je hokejista a neni hokejista“ bude pravdiva nutné. To znamena, Ze
musime dale rozliSit nepravdivé vyroky, které jsou nepravdivé kontingentné, od
téch, které jsou nepravdivé nutné; to jest nahradit hodnotu N hodnotami NN
a KN. Tabulkou pro negaci pak bude
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A | -A
NP | NN
KP | KN
KN | KP
NN | NP

a tabulku pro o pak upravime nasledujicim zpisobem:

A | oA
NP | NP
KP| NN
KN | NN
NN | NN

Od nasi puvodni dvojhodnotové sémantiky jsme se tedy jiZz dostali k sémantice
¢tythodnotové. Jak to nyni bude s konjunkci? Zda se byt ziejmé, Ze konjunkce
nutné nepravdivého vyroku s jakymkoli vyrokem bude nutné nepravdiva. Déle
se zda, ze konjunkce nutné pravdivého vyroku s jakymkoli vyrokem by méla mit
tu hodnotu, kterou ma& onen druhy vyrok. Jak to vSak bude s hodnotami
konjunkci, jejichz konjunkty budou kontingentné pravdivé nebo nepravdivé?
Konjunkce dvou kontingentné pravdivych vyrokl ziejmé musi byt pravdiva,
a zda se, ze nemize byt pravdiva nutné, bude tedy pravdiva kontingentné.
S konjunkci kontingentné pravdivého vyroku s vyrokem kontingentné nepravdi-
vym, a podobné s konjunkci dvou kontingentn¢ nepravdivych vyroki, je ovSem
problém: ty musi byt jisté nepravdivé, avSak zda se, ze nékteré z nich by mély
byt nepravdivé kontingentné (,,Vaclav Havel je dramatik a Vaclav Havel je
hokejista®), zatimco jiné nutné (,,Vaclav Havel je dramatik a Vaclav Havel neni
dramatik®).

Zda se tedy, Ze k tomu, abychom mohli sestavit adekvatni tabulku pro
konjunkci, bychom pottebovali hodnoty dale ,rozméliiovat®. (Potfebovali
bychom naptiklad rozliSit mezi zpisobem, jak je nepravdiva véta ,,Vaclav Havel
je hokejista®, a tim, jak je nepravdiva véta ,,Vaclav Havel neni dramatik* — to
jest prifadit kazdé z nich jinou hodnotu.) Dopliime nicméné tabulku provizorné
tak, ze takovym vyrokim pfifadime hodnotu KN:
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ARBT WP [KP [KN | NN
NP | NP | KP | KN | NN
KP | KP | KP | KN |NN
KN| KN | KN | KN |NN
NN [ NN [ NN NN NN

b

Zkonstruujeme-li analogicky tabulku pro disjunkci

B
NP | KP | KN | NN
NP [ NP | NP | NP | NP
KP | NP | KP | KP | KP
KN |NP | KP | KN | KN
NN | NP | KP | KN | NN

AvB

b

pak uspoiadame-li ¢tyfi uvazované hodnoty do nasledujiciho diagramu, mtZeme
tuto definici konjunkce charakterizovat tak, Ze dvéma hodnotam piifazuje jejich
infimum (jak jsme ho definovali v oddile 3.3):

,/NP‘\
<
NN
Disjunkce pak bude zifejmé suprémem. Z hlediska konjunkce a disjunkce se tedy
naSe souCasna sémantika podobd sémantice parakonzistentni ctythodnotové
logiky, kterou jsme se zabyvali v oddile 3.3. Kdybychom tedy ztotoZnili naSe
hodnoty NP, KP, KN a NN s hodnotami P, X, O a N této logiky, splynuly by
nam tyto dva poc¢ty? Nikoli — rozdil je v negaci: zatimco v rdmci parakonzistent-
ni logiky ma negace vyroku s hodnotou X opét hodnotu X a negace vyroku
s hodnotou O hodnotu O, hodnotou negace vyroku s hodnotou KP je KN
a naopak. Tento zdanlivé drobny rozdil je ov§em podstatny: vede totiz k tomu,
ze naSe Ctvefice hodnot, na rozdil od ctvefice hodnot parakonzistentni logiky,

tvoii tzv. Boolovu algebru. Vysvétleme nyni podrobnéji, co to Boolova algebra
je.
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4.2 Boolovy algebry a ,moZné svéty*

Boolovou algebrou nazyvame jakoukoli mnozinu, ktera je ¢aste¢né usporadana
tak, Ze kazdé dva jeji prvky maji suprémum a infimum, navic existuji maximalni
a minimalni prvek celé této mnoZiny; a dale kazdy jeji prvek x mé dopinék, coz
je takovy prvek y, Ze infimem x a y je minimalni prvek celé mnoZiny, zatimco
suprémem x a y je prvek maximalni*’. Prototypickym ptikladem Boolovy
algebry je mnozina vSech podmnoZin jakékoli mnozZiny M: jejim maximalnim
prvkem je celd M, minimalnim prdzdnd mnoZina, suprémem sjednoceni,
infimem prunik a dopliikem doplnék v mnozinovém smyslu.

V piipad¢ nasi ¢tyiprvkové Boolovy algebry je maximem NP, minimem NN,
a suprémem, infimem a doplikem jsou funkce definované tabulkami pro
disjunkci, konjunkci a negaci. (Divodem, pro¢ ¢tyii hodnoty spolu s operacemi
definovanymi tabulkami operatord parakonzistentni logiky Boolovu algebru
netvofti, je to, ze jeji negace neni schopna hrat roli doplitku: naptiklad negace
hodnoty X je opét X, a suprémum X a X je ziejmé opét X, nikoli maximalni
prvek P.)

Boolovu algebru ovSem tvoii i samotné dvé hodnoty KVP — v jeho piipadé je
konjunkce infimem, disjunkce suprémem a negace dopliikem, uspotadame-li
pravdivostni hodnoty nasledujicim zptisobem:

P

!

N

Vsimnéme si, Zze fakt, ze operatory konjunkce, disjunkce a negace jsou
Vv obou ptipadech schopny realizovat infimum, suprémum a doplnék Boolovy
algebry, je dan axiomy KVP. Tak napiiklad to, Ze disjunkce v roli supréma
a negace v roli doplnku splituje pozadavek, ze suprémum kazdého prvku a jeho
dopliiku je maximalni prvek, je garantovano faktem, ze Av—A je teorémem
(a tudiz je odvoditelny z jakéhokoli vyroku). Axiomatika KVP a principy
konstitutivni Boolové algebfie jsou dve stranky téZe mince.

Tzv. Stonova véta, kterd se dokazuje v teorii Boolovych algeber®, tika, e
algebra podmnozin né&jaké mnoziny je nejenom prototypickym piipadem

%0 podrobngji viz Kapitola 7 nebo Rieger (1967, Kapitola 6).
*! Rieger (1967, §6.3).
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Boolovy algebry, ale i pfipadem reprezentativnim v tom smyslu, Ze na n¢j lze
kazdou jinou Boolovu algebru prevést. Kazda Boolova algebra je totiz podle této
véty izomorfni pravé urCité algebie, jejimiz prvky jsou podmnoziny urité
mnoziny (i kdyZ ne nutné vsechny), a jejimz suprémem, infimem a doplitkem
jsou sjednoceni, prinik a doplnék v mnozinovém smyslu. Napiiklad ona
dvouprvkova Boolova algebra, na niz je zaloZzena sémantika KVP, je ztotoZni-
telnd s algebrou podmnoZzin jednoprvkové mnoziny tak, Zze N ztotoZnime
S prazdnou mnozinou a P s mnozinou tvofenou jejim jedinym prvkem.

Oznacime-li tedy tento prvek symbolem SS (pro¢ volime pravé tento symbol,
se ukaze pozdgji), bude N = J a P = {SS}. Pak muZzeme piedchozi diagram
prepsat jako

{55}
%)
Snadno se piesvéd¢ime, Ze tabulky pro konjunkci, disjunkci a negaci budou

skute¢né odpovidat operacim sjednoceni, priniku a dopliiku. Tak napfiklad
z tabulky pro konjunkci se stane

A | B [ AB

{SSY{SSY| {SS}

sl o | @
o [{ss}] o
glol] o

Vzhledem k tomu, ze prinik {SS} s {SS} je opét {SS}, zatimco prinikem
jakékoli mnoZiny s & je &, je hodnota odpovidajici AAB skute¢né vzdy
prunikem hodnot odpovidajicim A a B.

Vyse uvedena ¢tythodnotova sémantika pak odpovida druhé nejjednodussi
Boolov¢ algebfe, algebie v§ech podmnozin dvouprvkové mnoziny. Oznacime-li
ony dva prvky SS a AS, transformuje se pfislu$ny diagram na
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{SS,AS}
% 09
\@/’

K ¢emu nam takové pievadéni hodnot na mnoziny je? Ukazuje se, ze na ném
muzeme zalozit velice intuitivni chapani téchto hodnot; a sice za¢neme-li se na
prvky oné mnoziny, jejimiz podmnozinami naSe hodnoty jsou, divat jako na
,mozné svéty‘. Vyrokim jsou pak tedy pfifazovany mnoziny moznych svetl;
a miZzeme si to predstavit tak, Ze konkrétnimu vyroku je pfifazena prave
mnozina téch moznych svétd, ve kterych je tento vyrok pravdivy.

Standardni interpretaci KVP si ovSem miZeme piedstavit jako zaleZitost
jediného svéta — jde ndm jenom o to, zda je ten ktery vyrok pravdivy pravé
V tomto, ,skutecném‘ svété (odtud symbol ,,SS*). Pravda se tak pro nas stava
pravdou ve (nebo 0) skutecném svété (to je ovSem zjevné to, co pravdou
normalné myslime), a nepravda se stava nepravdou ve (0) skutecném svété.
Vsimnéme si vSak, Ze pravda ve skuteCném svété splyva s pravdou v kazdém
svete (protoze jiny neZ ten skute¢ny v ramcei této sémantiky nemame) a nepravda
ve skuteéném svéte splyva s tim, ze vyrok neni pravdivy v zZadném svéte.

V piipad¢€ nasi ctyrhodnotové sémantiky mame svéty dva: skute¢ny svét SS
a ,alternativni¢ svét AS. Pfedstavme si (a odhlédnéme na okamzik od t&€zké
stravitelnosti takové piedstavy), Ze existuji pouze dvé moznosti, jak by se mohly
véci v naSem svété mit — moznosti piedstavované SS a AS. Z hlediska
pravdivosti vyroku pak mame ¢tyfi moznosti: vyrok mize byt pravdivy v obou
téchto svétech (pak je podle podle predpokladu pravdivy za vSech okolnosti,
a tedy pravdivy nutné), nebo neni pravdivy v Zadném z nich (nutna nepravda),
nebo je pravdivy ve skutecném svéte, ale ne ve vSech (tedy neni pravdivy v tom
alternativnim — kontingentni pravda), nebo je nepravdivy ve skute¢ném, ale
nikoli ve v3ech (tedy je pravdivy v alternativnim — kontingentni nepravda).

Samoziejmé, ze fakticky je moznych stavll véci jisté vice. A abychom tedy
mohli nutnou pravdivost smysluplné explikovat jakozto pravdivosti ve vSech
moznych svétech, potfebovali bychom jich mnohem vice nez dva; a dale
uvidime, Ze k adekvatni explikaci modalit, jako jsou nutnost a moznost, byla
pravé takova sémantika navrZzena. ProtoZe sémantiku zaloZenou na moznych
svétech navrhl jako prvni Saul Kripke, budeme ji fikat kripkovska. Nejprve si
ukazeme, ze kripkovskou sémantiku miizeme vybudovat i pro KVP.
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4.3 Kripkovskéa sémantika pro KVP

Vidéli jsme, Ze hodnoty, se kterymi pracuje sémantika KVP, musi — kvuli
axiomim KVP — tvofit Boolovu algebru; a ze vysta¢ime uz s tou nejjednodussi
moznou Boolovou algebrou, jejiz nosi¢ je tvofen dvéma prvky, a je tedy
ztotoznitelny s mnozinou podmnozin jednoprvkové mnoziny. Existence méné
trivialni kripkovské sémantiky pro klasickou logiku je dana tim, Ze se na tuto
nejjednodussi algebru omezit sice miizZeme, ale nemusime.

Klasicky vyrokovy pocet tedy lze opatfit i obecnéjsi kripkovskou sémanti-
kou, ve které se neomezime na jediny svét. Pro kazdou mnozinu M nazvéme
pfitfazeni podmnozin M vyrokim KVP kvaziinterpretaci jazyka KVP, plati-li:

(i) negaci —A vyroku A je pfitazen dopln€k mnoziny ptifazené A,
. [|-All = (wiwe |[A],

(ii.i) konjunkci AAA’ vyrokit A a A’ je pfitazen prinik mnozin piitazenych A
aA, . |[AAA| = tw we ||Al| awel|A |3,

(ii.if) disjunkci AvA’ vyroki A a A’ je pfifazeno sjednoceni mnozin piiraze-
nych Aa A, tj. [|AVA|| = {w|we ||A]| nebow | A},
pfitazené A’ s doplitkem mnoziny pfifazené A,
tj. ||A—>A' " ={w|wg "A" nebo we "A’ "}

Mnoziné M pak fikame univerzum této kvaziinterpretace; a o jejich prvcich
hovotime jako o moznych svétech.

Vyrok KVP nazveme kvazitautologii pravé tehdy, kdyz mu kazda kvazi-
interpretace piifazuje celé své univerzum. Rekneme, Ze vyrok A kvazivyplyva
z mnoziny X vyrokd, jestlize kazda kvaziinterpretace, ktera ptitazuje kazdému
z vyrokt mnoziny X celé univerzum, piifazuje celé univerzum i vyroku A. Neni
tézké ukazat, Ze tato alternativni sémantika je ekvivalentni té standardni v tom
smyslu, Ze pojem kvazitautologie splyva s pojmem tautologie a pojem
kvazivyplyvani s pojmem vyplyvani.

Plati: Vyrok KVP je kvazitautologii pravé tehdy, kdyz je tautologii (a tedy kdyz
je teorémem), a kvazivyplyva z jinych vyroki pravé tehdy, kdyz z nich vyplyva
(a tedy kdyZ je z nich odvoditelny).
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Dikaz: Nejprve ukaZeme, Ze ke kazdé interpretaci | existuje kvaziinterpretace 1”, ktera
pfifazuje celé univerzum pravé tém vyrokum, kterym | pfifazuje hodnotu P. Takovou
kvaziinterpretaci zkonstruujeme tak, Ze za M vezmeme jednoprvkovou mnoZinu, takZe
obor 1" bude mit pouze dv& hodnoty (a sice M a &) stejné tak jako |. Pak prosté
definujeme 1" jako piifazujici M pravé tém vyrokéim, kterym | pfifazuje P. Snadno se
ovéHi, 7e takto definovana |” je skute¢nd kvaziinterpretaci. Z toho plyne, Ze kaZzdé
kvazitautologie je tautologie a kazdy ptipad kvazivyplyvani je piipadem vyplyvani.

Pro kazdy prvek w mnoZiny M definujme pfitazeni l,, pravdivostnich hodnot vyrokiim
tak, Ze vyroku A je pfitazena hodnota P pravé tehdy, kdyz we || A || . Pak ziejmé plati, ze
lw je interpretaci. Soucasné ovsem plati, 2H A||:M pravé tehdy, kdyz I,(A) = P pro
kazdy weM. To znamena, Ze ke kazdé kvaziinterpretaci existuje mnozina interpretaci
tak, Ze vSechny interpretace z této mnoziny pfifazuji kterémukoli danému vyroku P
pravé tehdy, kdyz mu uvazovanad kvaziinterpretace pfifazuje celé univerzum. To ale
znamend, Ze vyrok, ktery plati pti kazdé interpretaci, musi platit i pti kazdé kvaziinter-
pretaci neboli Ze kazda tautologie je kvazitautologie a kazdy ptipad vyplyvani je
ptipadem kvazivyplyvani.

Nyni se muzeme ptat: Nahradime-li standardni sémantiku KVP touto alterna-
tivni, kripkovskou, bude vysledkem jenom jiné vymezeni KVP, nebo jim bude
jiny vyrokovy pocet? Odpovéd na tuto otazku zalezi na tom, podle jakych
kritérii chceme rozhodovat, kdy jsou dva logické pocty totozné. Pokud ma byt
kritériem to, jaké vyroky prohlauji za teorémy/tautologie, bude krok od
standardni k nasi alternativni sémantice znamenat pouze jiné vymezeni téZe
logiky, pokud vSak budeme identitu KVP pevné spojovat se sémantikou
pravdivostnich hodnot (jak se to ¢asto déje), pujde o jinou logiku. My se zde
budeme drZet prvni varianty.

UkéZeme nyni jednu zasadni vlastnost, kterou se tato alternativni sémantika
1isi od té standardni; k tomu vSak nejprve definujme nékteré pojmy. Interpretaci
nazveme modelem dané mnoziny vyroku, jestlize ptifazuje P vSem vyrokim,
které do této mnoziny patii; a nazveme ji charakteristickym modelem této
mnoziny, pfifazuje-li P témto vyrokim a Zadnym jinym. Z véty o uplnosti KVP
plyne, Ze kazda interpretace je modelem mnoziny vsech teorémi KVP, nebo, jak
budeme zkracené fikat, modelem KVP. (Z definice tautologie totiz plyne, Ze
kazda interpretace je modelem mnoZiny vSech tautologii, a ta s mnoZinou v3ech
teorémi, jak vime, splyva.) Zadna interpretace viak neni jejim charakteristickym
modelem — to jest zadna interpretace nepfifazuje hodnotu P vSem teorémum
a jenom jim. (To plyne napiiklad z faktu, ze je-li A atomicky, pak kazda
interpretace musi pfifadit P budto jemu, nebo jeho negaci; avSak Zzadny
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atomicky vyrok ani zadnd negace atomického vyroku ziejm¢ nemulze byt
tautologii, a tudiz ani teorémem.)

Situace se ovSem v tomto ohledu zméni, nahradime-li standardni sémantiku
nasi alternativni (to jest zaéneme-li fikat ,,interpretace” tomu, co jsme vySe
definovali jako kvaziinterpretaci): pak jiZ charakteristicky model existovat bude.
UkaZzme, jak Ize takovy model zkonstruovat.

Charakteristickym modelem mnoziny teorémi je v ramci této sémantiky
zfejm¢ mnozina moznych svéti takova, ze kazdy z teorémi KVP je pravdivy
v kazdém z téchto svéti a soucasné pro kazdy vyrok, ktery teorémem neni,
existuje svét, ve kterém tento vyrok pravdivy neni. My nyni potfebné mozné
svéty vybudujeme z jazyka: kazdy takovy svét bude prosté mnoZzinou vyroku.
(VS8imnéme si, Ze v definici kvaziinterpretace se na mnozinu M nekladou Zadna
omezeni, takze neni divod, pro¢ by jeji prvky nemohly byt mnoZinami vyrok.)
Hledanou interpretaci by pak mélo byt to pfifazeni mnozin svétl vyrokim,
kterym je vyroku pfifazena mnozina vSech téch svétl (tj. mnozin vyroki), do
kterych patti. Problémem nyni je, jaké mnoziny vyrokd bychom méli pouzit, aby
byla vysledna interpretace skute¢né charakteristickym modelem KVP.

Nazvéme mnozinu vyroku teorii, obsahuje-li vSechny vyroky, které jsou z ni
odvoditelné. (Mnozina X je tedy teorii, jestlize pro kazdy vyrok A, ktery je
odvoditelny z X, plati, Ze AeX.) Je ziejmé, Ze kazda teorie obsahuje vSechny
teorémy. (Kazdy teorém je totiz odvoditelny z prazdné mnozZiny, a tudiz tim
spiSe z jakékoli neprazdné mnoziny vyrokl.) Kdybychom tudiz jako mozné
svety pouzili vSechny teorie, vySel by z toho kazdy teorém jisté jako pravdivy
Vv kazdém mozném svété. Kdyby se nam tedy podafilo ukdzat, ze pro kazdy
vyrok, ktery neni teorémem, existuje teorie, do které tento vyrok nepatti, méli
bychom vyhrano.

Ze takova teorie skute¢né existuje, plyne z Gplnosti KVP. Neni-li totiz A
teorémem, pak neni ani tautologii, takze existuje interpretace, kterd mu ptirazuje
N — a protoze vyroky, kterym interpretace ptifazuje P, tvoii teorii, mame teorii,
kterd A neobsahuje. Uved’'me zde vSak jiny dukaz, ktery aplnost nepiedpoklada:

Plati: Pro kazdy vyrok A, ktery neni teorémem KVP, existuje teorie KVP, ktera
ho neobsahuje.

Dtikaz: Predpokladejme, Ze A neni teorémem; a sefad'me vSechny vyroky KVP podle
néjakého kritéria (tfeba podle néjak rozsifené abecedy) do nekonecné posloupnosti By,
B,, ... (v této posloupnosti se tedy nékde vyskytuje i A, feknéme Ze na j-tém misté — je
tedy totozny s Bj). Definujme nyni nekone¢nou posloupnost mnozin vyroki Yo, Yy, ...
nasledujicim zptsobem:
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Yo =4,
Yir1 = YiU{Bi}, neni-li z Y;u{B;} odvoditelny vyrok A
=Y; jinak.

Y pak definujeme jako sjednoceni vsech mnozin Y, Yy, ... .

Snadno nyni nahlédneme, Zze A neni prvkem Y. Vzhledem ke zpisobu konstrukce
mnoziny Y by se do ni totiz A mohl dostat jediné tehdy, kdyby nebyl odvoditelny
z Yj{Bj} tedy z Y;U{A}, a to jist¢ nenastava.

A ovSem neni z Y ani odvoditelny. Pfedpokladejme totiz, Ze by tomu tak bylo: pak by
musel byt A odvoditelny (v dasledku kompaktnosti odvozovani) z néjaké Y;; vezméme
tedy nejmensi takové i. ProtoZze A neni teorémem, a neni tudiZz odvoditelny z prazdné
mnoziny, je i>0; a zfejmé tedy musi platit Y; = Y1 {Bi_1} (protoze kdyby byla mnozina
Y; totoZnd s Y;_;, musel by byt A odvoditelny jiz z Y;_;, zatimco my jsme pfedpokladali,
Ze 1 je nejmensim indexem mnoZiny, pro kterou toto plati). A to by mohlo (v disledku
definice Y;) nastat jediné tehdy, kdyby A z Y;_;U{Bi_.1} odvoditelny nebyl.

Z faktu, Ze z Y neni odvoditelny A, ihned také plyne, Ze Y je axiomaticky konzistent-
ni. (Jak jsme totiz ukdzali v oddile 2.2, je mnoZina vyrokl axiomaticky konzistentni
prave tehdy, kdyz z ni nejsou odvoditelné vsechny vyroky.)

Nyni ukazme, Ze Y je teorii. Pfedpokladejme, Ze je z Y odvoditelny n&jaky vyrok B;.
Pak je oviem cokoli, co je odvoditelné z YU{B;}, odvoditelné z Y samotné — a protoze
z Y neni odvoditelny A, nemize byt A odvoditelny ani z YU{B;}, a tudiZ tim spiSe ne
z Y;u{Bi}. To znamena, Ze Yi.; = Y{U{Bi}. B; je tedy prvkem Y;.;, a tudiz i Y.

Vsimnéme si nyni, Ze v tomto dikazu jsme se neopfeli o zadné specifické
vlastnosti KVP. Co jsme dokazali, je tedy pienositelné do jakéhokoli jiného
vyrokového poctu. Pro KVP vsak lze toto tvrzeni jesté zesilit. Nazvéme teorii
maximalni, jestlize do ni patii negace kazdého vyroku, ktery do ni nepatii. Plati,
Ze ke kazdému vyroku A, ktery neni teorémem, existuje maximalni axiomaticky
konzistentni teorie (zkracené mk-teorie), kterd ho neobsahuje. To ndm ziejmé
dovoli omezit univerzum charakteristického modelu pravé na mk-teorie.

Plati: Pro kazdy vyrok A, ktery neni teorémem KVP, existuje mk-teorie KVP,
kterd ho neobsahuje.

Dtikaz: Ziejmé staci ukazat, ze teorie Y, kterou jsme vybudovali v diikazu predchoziho
tvrzeni, je maximalni. Ptedpokladejme tedy, ze do Y nepatii B;. To miZe nastat jediné
tehdy, je-li z Y;u{B;}, a tedy i z YU{B;}, odvoditelny A. Pak ovSem nemuiZe byt A
odvoditelny z YU{-B;} (protoze kdyby byl, byl by A s pomoci teorému [11],
(Bi—>A)—((—=Bi—A)—A)), odvoditelny ze samotného Y). Je-li tedy vyrok —B; k-tym
prvkem posloupnosti By, By, ..., to jest je-li totozny s By, pak musi byt prvkem Yy.;,
atudiziy.
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Plati tedy i: Vyrok je teorémem KVP pravé tehdy, kdyz je obsazen v kazdé
mk-teorii KVP.

Dukaz: Je-li A teorémem, pak je obsazen v kazdé teorii, a tim spiSe kazdé mk-teorii.
Pokud teorémem neni, pak, jak jsme pravé dokazali, existuje mk-teorie, kterd ho
neobsahuje. Je-li tedy obsazen v kazdé mk-teorii, musi A byt teorémem.

Charakteristicky model KVP tedy mizeme definovat tak, Ze jeho univerzem
bude mnoZzina vSech mk-teorii a kazdému vyroku bude pfifazena mnozina viech
téch z nich, do kterych patii.

Pro¢ je existence charakteristického modelu obecné podstatna? Pfimocare
z ni vyplyva Uplnost. Piipomenime, Ze vyrokovy pocet je tplny, kdyz je kazda
tautologie teorémem neboli, coz je zfejmé totéz, kdyz zadny vyrok, ktery neni
teorémem, neni tautologii. A mame-li charakteristicky model, vime, Ze Zadny
vyrok, ktery neni teorémem, tautologii byt nemize — neplati totiz v charakteris-
tickém modelu, a tim spiSe neplati v kazdém modelu.

S tim souvisi podstatny rozdil mezi standardni a kripkovskou sémantikou pro
KVP: zatimco u té standardni nutné potiebujeme pluralitu interpretaci (jenom
vSechny dohromady nam totiz dokadzi vymezit mnozinu tautologii), u té
kripkovské bychom se de facto mohli omezit na jedinou: totiz pravé na néjakou,
ktera tvoii charakteristicky model mnoziny teorémd.

Vsimnéme si také, ze dikaz uplnosti KVP vzhledem k jeho alternativni
sémantice, ktery jsme provedli pomoci charakteristického modelu, mizeme
pfimocaie zobecnit na dikaz silné Gplnosti, to jest na dikaz toho, Ze kdykoli
vyrok A vyplyva z mnoziny X vyrok, pak je z X odvoditelny.

Abychom totiz dokazali, ze neni-li A odvoditelny z X, pak z ni nevyplyva,
sta¢i zkonstruovat interpretaci, ktera bude modelem X, avsak nikoli A (vSimné-
me si, Ze z toho, Ze z X neni odvoditelny A, plyne, Ze X je konzistentni).
Potiebujeme tedy interpretaci s takovym univerzem, ze vSechny prvky X budou
pravdivé ve vSech jeho moznych svétech, bude vSak existovat alesponn jeden
svét, ve kterém nebude pravdivy A. Takové univerzum mizeme vytvorit z téch
mk-teorii, které obsahuji X: budou-li moznymi svéty ony, pak bude X trivialn¢
pravdivy v kazdém z nich; a nam tedy sta¢i ukazat, Ze neni-li z X odvoditelny A,
pak existuje mk-teorie, kterd obsahuje X, ale nikoli A. Tvrzeni, Ze tomu tak je,
budeme tikat veta o rozsireni:

Plati: Neni-li z mnoziny vyroku X v KVP odvoditelny vyrok A, pak existuje
mk-teorie KVP, ktera obsahuje X a neobsahuje A.
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Dikaz: Mk-teorii, ktera obsahuje X, avSak nikoli A, ziejmé zkonstruujeme zplsobem
zcela analogickym tomu, jakym jsme v piedchozich dikazech konstruovali Y: pouze za
Yo nevezmeme prazdnou mnoZzinu, ale X.

Diisledkem tohoto posledniho tvrzeni je

Plati tedy i: A je odvoditelny z X pravé tehdy, kdyz je obsaZzen v kazdé mk-teorii,
kterd obsahuje X.

Dikaz: Je-li A odvoditelny z X, pak je obsazen v kazdé teorii, kterd obsahuje X, a tim
spiSe v kazdé takové mk-teorii. Pokud z ni odvoditelny neni, pak, jak jsme pravé
dokazali, existuje mk-teorie obsahujici X, ktera ho neobsahuje. Je-li tedy obsazen
v kazdé takové teorii, musi byt z X odvoditelny.

Dalsim disledkem je to, co se obvykle nazyva Lindenbaumovym lemmatem:

Plati tedy i: KaZzda axiomaticky konzistentni mnozina vyrokt KVP je rozsifitel-
na na mk-teorii KVP.

Dukaz: Je-li X konzistentni, pak nutné existuje néjaky A, ktery neni z X odvoditelny,
a existuje tedy mk-teorie, ktera obsahuje X (a neobsahuje A).

Poznamenejme, Ze z Lindenbaumova lemmatu lze naopak odvodit vétu
0 roz§ifeni (a tato dvé tvrzeni jsou tedy ekvivalentni); sta¢i ukazat, Ze neni-li A
odvoditelny z X, pak je axiomaticky konzistentni mnozina Xu{—A}:

Plati: Neni-li z X odvoditelny A, pak je mnoZina Xw{—A} axiomaticky
konzistentni.

Dikaz: Necht' A neni odvoditelny z X. Kdyby X\{—A} nebyla axiomaticky konzistent-
ni, byl by z Xu{—A} odvoditelny kazdy vyrok, a tedy i A. Podle véty o dedukci by tedy
byl z X odvoditelny —A—A. Ale protoze z X je jisté odvoditelny i A—>A (to je totiz
teorém, takZe je odvoditelny z prazdné, a tim spise z kazdé neprazdné mnoZiny vyroki),
byl by z X, v disledku teorému [11], odvoditelny i A. A to je spor.

JestliZe tedy A neni odvoditelny z X, je mnozina Xu{—A} podle Lindenbaumova
lemmatu rozsifitelnd na mk-teorii, a tato mk-teorie neobsahuje A (protoZe je
konzistentni a obsahuje —A).
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4.4 Nutnost a mozZnost

Vratme se nyni k tvahdm o operatoru nutnosti a ke ¢tythodnotové sémantice, ke
které jsme se vySe v kontextu téchto uvah dopracovali. Tato &tyfhodnotova
sémantika, jak jsme vidéli, odpovida algebfe podmnozin dvouprvkové mnoZiny
tvofené ,skuteCnym svétem‘ a ,alternativnim svétem‘. Nutna pravda je pak ex-
plikovana jako pravda ve vSech svétech (to jest ve skute¢ném i v alternativnim),
kontingentni pravda jako pravda ve skute¢ném svété, ale nikoli ve vSech svétech
(to jest nikoli v alternativnim), kontingentni nepravda naopak jako pravdivost
v n&jakém svéte, ktery neni skuteCny (to jest v alternativnim), a nutna nepravda
jako pravdivost v zadném sveété.

Intuitivné je vSak tato explikace jist¢ problematicka. Nezda se totiz, ze by
bylo rozumné rekonstruovat nas$ jazyk tak, Ze by konjunkci kontingentni pravdy
s kontingentni nepravdou byla vzdy nutna nepravda. Jak jiz jsme vid¢li, tak se
tomu zda byt jenom v ptipadé nékterych dvojic vét (,,Vaclav Havel je dramatik
a Vaclav Havel neni dramatik*), zatimco v pfipadé jinych se zda byt vysledkem
nepravda pouze kontingentni (,,Vaclav Havel je dramatik a Vaclav Havel je
hokejista“).

Zda se, Zze tedy potiebujeme dal$i ,rozméInéni‘ nasich hodnot. My ovSem
nyni jiz vime, ze mizeme piejit jeding k jiné Boolové algebie, to jest k algebie
podmnozin né&jaké veétsi nez dvouprvkové mnoziny. A z hlediska pfirozeného
jazyka by pocet uvazovanych moznych svéti mél byt nekone¢ny. (Uvazme
nekone¢nou mnozinu vét {,,PoCet planet ve Vesmiru je 1, ,,Pocet planet ve
Vesmiru je 2%, ...}. Zd& se, Ze ke kazdé z téchto vét by mél existovat mozny svét,
kde je pravdiva a kde jsou nepravdivé vSechny ostatni. Ale protoze téchto vét je
nekonec¢ny pocet, mélo by byt nekone¢né i svéti.)

Operatory KVP jsou charakterizované tim, ze vytvafeji vyroky, jejichz
pravdivost ¢i nepravdivost (v jediném uvazovaném, tj. skute¢ném svété) zavisi
jen na pravdivosti ¢i nepravdivosti jejich argumentd (v tomto svété). Mame-li
pouze jeden svét, pak ziejmé pravdivost ve skutecném svété splyva s pravdi-
vosti v kazdém mozném svété (tj. s nutnosti) i s pravdivosti v alespont jed-
nom mozneém svété (tj. s moznosti). Jakmile vSak mame moznych svétu vice,
muzeme (a vlastné musime) tyto tfi véci rozlisit.

Vezméme napiiklad implikaci. V rdmci KVP je definovana jako pravdiva
pravé tehdy, kdyz je jeji antecedent nepravdivy nebo jeji konsekvent pravdivy.
Hovoifme o standardni implikaci, kdyz k jeji pravdivosti ve skute¢ném svété
(a podobn¢ piipadné v kterémkoli jiném svété) staci splnéni této podminky
VvV tomto svété. Kromé této standardni implikace mizeme ovSem definovat
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i silnou implikaci tak, Ze jeji pravdivost ve svété w vyzaduje splnéni této
podminky v kazdém mozném svété a slabou implikaci jako vyzadujici splnéni
této podminky alespori v jednom mozném svété. Plati tedy:

A ve w (standardng) implikuje B, je-li ve w A nepravdivy nebo B pravdivy;
A ve w silng implikuje B, je-1i v kazdém svété A nepravdivy nebo B pravdivy;
A ve w slabé implikuje B, je-li v néjakém svété A nepravdivy nebo B pravdivy.

Je ziejmé, Ze jestlize A v né&jakém svété silné implikuje B, pak ho v tomto svété
implikuje standardné (ale obecné nikoli naopak), a jestlize A v n&jakém svété
standardné implikuje B, pak ho v tomto svété implikuje slabé (ale opét obecné
nikoli naopak).

Analogické ,silné* a ,slabé‘ verze bychom mohli definovat pro vSechny
operatory. Jednodussi je ovSem definovat operator o nutnosti a ¢ moznosti tak,
Ze oA je ve w pravdivy pravé tehdy, kdyz je A pravdivy ve vSech moznych
svétech, a0 A je ve w pravdivy pravé tehdy, kdyz je A pravdivy alespon
Vjednom mozném svété. Silnou implikaci pak bude ziejmé mozné vyjadrit
pomoci nutnosti a standardni implikace, totiz jaka( A—B), a podobné slabou
implikaci jako &( A—B). Analogicky pak lze vyjadfit i silné a slabé verze vSech
ostatnich operatort.

Navic, jak snadno nahlédneme, je vyroki A pravdivy pravé tehdy, kdyz je
pravdivy vyrok —0—A. —0—A je totiZz v daném mozném svété pravdivy prave
tehdy, kdyZ v tomto svété neni pravdivy 0 —A, a ten je v tomto svété nepravdivy
pravé tehdy, kdyz neni —A pravdivy v zadném svéte, to jest kdyz je A pravdivy
v kazdém. —0—A je tedy v mozném svété pravdivy pravé tehdy, kdyz je tam
pravdivy oA. TakZe nepotiebujeme ani operator moznosti, protoZze ho mizeme
vyjadtit pomoci nutnosti a negace.

4.5 Modalni vyrokovy pocet S5

Modalni vyrokovy pocet, ktery vznikne tak, Ze se k jazyku KVP ptida operator o
S prave probranou sémantikou, budeme z diivodt, které vyjdou najevo pozdéji,
oznacovat jako MVP-S5 nebo prosté S5. Definujme nyni tuto logiku exaktnéji:

Jazyk MVP-S5 vznikne zjazyka KVP tak, ze knému ptidame unarni
vyrokovy operator o. Déle pouzivame ¢ jako zkratku za —o—. Sémantika tohoto
jazyka vychézi z nasledujici alternativni, kripkovské sémantiky KVP.
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Interpretaci jazyka S5 nazveme takové pfitazeni podmnozin mnoziny M
(které fikame univerzum této interpretace) vyrokum jazyka S5, Ze:

(i.i) negaci —A vyroku A je ptifazen doplnék mnoZiny piifazené A,
G [|A] = twwe ||A]l}:

(i.ii) necesitaci oA vyroku A je v ptipadg, ze je” A" =M, pfifazena mnoZina
M a jinak je ji pfitazena I,
ij. || DA" ={w|wWe ||A || pro kazdy mozny svét w'};

(ii.i) konjunkci AAB vyroku A a B je pfifazen prinik mnozin ptifazenych A
aB, tj. ||[ArB| = (w|we| Al awe|B]};

(ii.if) disjunkci AvB vyroku A a B je pfifazeno sjednoceni mnozin piiraze-
nych AaB, tj. |[AVvB]| = {w|we|A| nebow e||B]};

prifazené B s doplitkem mnoziny pfifazené A,

tj. |A—B| = {w|we||A]| nebo we ||B|}.

Rikame-li prvkiim M mozné svéty a Gteme-li
we || Al

jako
A je pravdivy v mozném svété w,

muzeme tuto definici nazornéji pieformulovat jako vyjadfeni toho, co musi platit
pro kazdy mozny svét w:

(i.i") —A je ve w pravdivy, pravé kdyz je A ve w nepravdivy;

(i.ii") oA je ve w pravdivy, pravé kdyz je A pravdivy v kazdém svéte,
(ii.i") AAB je ve w pravdivy, prave kdyz je ve w pravdivy jak A, tak B;
(ii.ii") AvB je ve w pravdivy, pravé kdyz je ve w pravdivy A nebo B;

pravdivy B.

Vyrok S5 nazveme tautologii pravé tehdy, kdyz mu kazda interpretace ptitfazuje
celé své univerzum, to jest kdyZ je tento vyrok pii kazdé interpretaci pravdivy
v kazdém mozném svété. Rekneme, Ze vyrok A lokdalné vyplyva z vyroki Ay,
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A, jestlize pro kazdou interpretaci a kazdy svét z jejiho univerza plati, Ze jsou-li
v tomto svété pravdivé Ay, ..., A, je vném pravdivy i A. Rekneme, ze vyrok
A globdlné vyplyva z vyroka A, ..., A, jestlize kazdad interpretace, kterd
pfifazuje celé univerzum kazdému z vyrokt Ay, ..., Ay, pfifazuje celé univerzum
také vyroku A. Je ziejmé, ze vyplyva-li Az A, ..., A, lokalng, vyplyva z nich
i globalné. Naopak to vSak neplati: napfiklad vyrok A globalné vyplyva
z vyroku A, nevyplyva z néj vSak lokalné (sta¢i uvazit interpretaci se svétem, ve
kterém plati A a ze kterého je dosazitelny n&jaky svét, ve kterém A neplati).

Jak by mohla vypadat pfislusna axiomatika? Které vyroky by méla ustanovo-
vat jako nutné pravdivé — to jest pro které A by mél byt teorémemo A? Zd4 se,
Ze minimalnim poZadavkem je, aby byly jako nutné pravdivé zachyceny vSechny
teoremy. To ndm davd nové odvozovaci pravidlo, A/oA. V konkrétnich
pfipadech pak mizeme za nutné pravdivé prohlasit i nékteré dal§i vyroky —
rozhodné to ale nemohou byt vyroky, které jsou nepravdivé, coZz nam dava
axiom —A——0A neboli t A—A. Navic bychom méli pozadovat, aby mnoZina
nutnych pravd byla vzdy uzaviena na modus ponens — to jest aby kdykoli A
nutné implikuje B a A je nutné pravdivy, byl nutné pravdivy i B. Mame tedy
axiom o( A»>B)—>(cA—oB). Za jakych podminek by mély byt teorémy
necesitace necesitaci ¢i negaci necesitaci, to jest vyroky tvart ooA a o—oA? Zda
se, ze nejjednodussi je predpokladat, Ze je-li vyrok nutny, pak uz je nutny nutné,
tj. t A>0ooA, a podobné neni-li nutny, neni nutny nutné —o0A—o—0A. Tento
posledni vyrok je mozné ekvivalentné formulovat i jako OA—>00A.

A ukazuje se, Ze toto skuten¢ staci k axiomatizaci S5; to jest k vytvoreni
axiomatiky, ktera je korektni a uplna vzhledem k vySe uvedené sémantice.
Axiomaticky systém S5 tedy miiZzeme sestavit z axiomtl a odvozovaciho pravidla
KVP plus nasledujicich axiomi a pravidla (zpusob, jakym jednotlivé axiomy
znacime, ma divody historické a budeme o ném jesté mluvit):

(K) o(A—»B)—(oA—aB),
(T) oA—A,

(S4) cA—>ooA,

(S5) CA—>T0A,

(nec) A/ oA.

Ukazuje se oviem, Ze axiom (S4) je dokazatelny v axiomatickém systému, ktery
se skladd ze zbyvajicich tfi. Ukazme ale nejprve, ze v takto redukovaném
systému je dokazatelny vyrok
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(B) A—00A:

. O0—-A—>—A

. ——A—>—0-A
A—>——A

. A—>—0—-A

. A—0A

. OA—o0A

. A—>ofA

~NoOUAWN e

Nyni proved'me diikaz (S4):

. 0—=A—>00—-A

. —00—A—>—0—-A

. —00—=A—>——0—A
——O0——A—>0——A
. —00—-A—>0—A
——A-A

. 0(—A—>A)

. 0——A—>DA
—00—A—DA
A>——A

. 0(A—>——A)

. OA—>0——A

. —O0——A—>—OA

. 0—A——DA

. 0(0—A——0A)

. 00—A—>0—-0A

. —~O0—-0A—>—00—A
. O0DA—>—00-A

. O0A—>DA

. 0(0oA—DA)

. 00oDA—>OoA

. 0A—00oA

. 0A—0OoA
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4 Modalni vyrokova logika

(T)

1., 18]

[7]

3., 2., [2]

4., definice ¢
(S5)

5., 6., [2]

(S5)

1., [8]

2. definice ¢
(10)

3., 4. [2]
(10)

6., (nec)

7., (K)
5.,8.,[2]
[7]

10., (nec)
11, (K)
12.,[8]

13., definice ¢
14., (nec)
15., (K)

16., [8]

17., definice ¢
18., 9., [2]
19., (nec)
20., (K)

(B)
22.,21.,[2]
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To znamena, ze S5 mizeme ekvivalentné axiomatizovat i tak, ze k axiomim
a odvozovacimu pravidlu KVP ptidame (K), (T), (S5) a (nec). Dalsi alternativni
axiomatizace vznikne, nahradime-li v pivodni axiomatizaci axiom (S5) vySe
uvedenym vyrokem (B) (takze vedle axiomi a odvozovaciho pravidla KVP
mame (K), (T), (S4), (B) a (nec)). K tomu, abychom dokazali, Ze i toto je
axiomatizace S5, ziejmé sta¢i ukazat, ze je v ni dokazatelny vyrok (S5):

1. o-A—>oo-A (S4)

2. —~0O0-A—>—-0-A 1., [8]

3. 0—=A—>——0—A [7]

4. o(0—A—>——0-A) 3., (nec)

5. oo—-A—>0——0—-A 4., (K)

6. -O0——0—A—>—0O0—-A 5., [8]

7. =0——0—-A—>—0-A 6., 2., [2]
8. 00A—>0A 7., definice ¢
9. o(00A—0A) 8., (nec)
10. o0OA—O0A 9, (K)

11. 0OA—>000A (B)

12. OA—>00A 11., 10., [2]

4.6 Kripkovska sémantika a modalni vyrokovy pocet K

Je ovSem mozné uvaZovat i o obecnéjSi sémantice nutnosti. Zda se, Ze
v nékterych moznych smyslech slova ,nutnost’ mize byt néco nutné v jednom
mozném svéte, aniz by to bylo nutné v né€jakém jiném. (Toto napiiklad rozhodné
plati pro ten druh nutnosti, ktery se obvykle oznacuje jako fyzikélni nutnost:
napfiiklad to, ze je predmét pfitahovan k zemi urcitou silou, je fyzikaln¢ nutné
Vv naSem sveté, nemusi to vSak byt fyzikdln€ nutné ve svété, kde plati jiné
fyzikalni zakony.) Ztohoto hlediska se ovSem muze zdat vySe uvedena
sémantika pro S5 piili§ uzka.

Kripke (1963a; 1963b) proto navrhl sémantickou interpretaci obecngjsi*’,
Zaklada se na tom, ze mame nejenom mnozinu moznych svétt (které opét

%2 Srozumitelné Gvody do kripkovskych sémantik a do modalnich logik vibec pied-
kladaji naptiklad Popkorn (1992) ¢i Girle (2000).
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fikame univerzum této interpretace), ale navic binarni relaci na této mnozing.
Této relaci se fika relace dosaZitelnosti a spojuje dany mozny svét se vSemi témi
svéty, které je tieba brat v Uvahu, kdyZ uvaZujeme o nutnosti a moznosti v tomto
sveté. (Tak v ptipade€, kdy by nam $lo o fyzickou nutnost, bychom za ,dosazitel-
né* z daného svéta prohlasili pravé vSechny mozné svéty, kde plati stejné
fyzikalni zakony.) Univerzum doplnéné o takovouto relaci dosaZitelnosti
budeme nazyvat (modalnim) ramcem.

Oznacime-li relaci dosazitelnosti pismenem R, méni se pak klauzule (i.ii)
definice sémantiky pro S5 na

(i.i1) necesitaci oA vyroku A je ptifazena mnozina vSech takovych svétd, ze
kterych jsou dosazitelné jenom svéty, ve kterych plati A,
tj. |oA| = {w|w'e||A|| pro kazdy w’ takovy, ze wRW' };

¢i vyjadieno jinak

(i.ii") oA je ve w pravdivy, pravé kdyz je pravdivy v kazdém svété dosazitel-
némzw.

Naptiklad je-li, tak jako na nasledujicim obrazku, univerzum tvoifeno
moznymi svéty Wi, W, a Ws tak, Ze z w; jsou dosaZitelné w; a w,, z w, je
dosazitelny ws a z ws jsou dosaZitelné w; a w,, a je-li A pravdivy ve w; a ve wy,
ale nikoli ve ws, bude o A pravdivy ve w; a ws, ale nikoli ve w, — z w; je totiZ
dosazitelny svét, ve kterém neni pravdivy A, totiz ws

QW]_ Wy
— 0O

O
W3

O vyroku pak fekneme, Ze je platny pri dané interpretaci, jestlize mu tato
interpretace pfifazuje celé univerzum (to jest je pravdivy v kazdém mozném
svété tohoto univerza). Rekneme, Ze je platny v daném ramci, jestlize je platny
pfi kazdé interpretaci v tomto ramci. Definice pojm tautologie a lokalniho
i globalniho vyplyvani zlstavaji stejné jako u S5. (Tautologi¢nost bychom
ovSem nyni mohli alternativné definovat i jako platnost v kazdém ramci.)
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Vyrokovy pocet, ktery touto definici sémantiky dostaneme, budeme
oznacovat jako MVP-K nebo prosté¢ K. (VSimnéme si, Ze sémantika MVP-S5,
kterym jsme se zabyvali v predchozim oddile, by byla z tohoto hlediska
nahlédnutelna jako specialni ptipad nasi souc¢asné sémantiky, pti které je kazdy
svét vzdy dosazitelny z kazdého jiného.) Axiomatika tohoto MVP je tvofena
axiomy a odvozovacim pravidlem KVP plus nasledujicim axiomem a pravidlem:

(K) o(A—>B)—(cA—oB),

(nec) A/ oA.

4.7 Uplnost

Snadno se presvédéime o tom, Ze je-li A odvoditelny z A,,..., A, pak z nich
globalné vyplyva — K je tedy siln¢ korektni (vzhledem ke globalnimu vyplyva-
ni). Dokazat silnou uplnost tak trividlni neni; 1ze to vSak provést prostiednictvim
konstrukce charakteristického modelu — tak jak jsme to udélali v dukaze véty
0 rozsifeni v oddile 4.3 pro alternativni sémantiku KVP.

Nez to provedeme, definujme jesté slabsi formu odvoditelnosti; piijde
V podstaté o odvoditelnost bez pouziti pravidla necesitace. Rekneme, Ze A je
klasicky odvoditelny z Ay, ..., A, je-li vyrok (A;—(...(A,—A)...)) teorémem K.
(Aje tedy Kklasicky odvoditelny z prazdné mnoziny pravé tehdy, kdyz je
teorémem K, to jest A je klasickym teorémem praveé tehdy, kdyz je teorémem. A
je klasicky odvoditelny z nekoneéné mnoziny, je-li klasicky odvoditelny
z néjaké jeji podmnoziny.) Rozdil mezi odvoditelnosti a klasickou odvoditelnos-
ti 1ze ilustrovat pomoci faktu, ze zatimco vyroko A je odvoditelny z vyroku A
(pomoci pravidla (nec)), klasicky odvoditelny z néj neni.

Tato definice pifimo zaruCuje, ze pro klasické odvozovani plati véta
0 dedukci. V disledku toho mazeme pro klasickou odvoditelnost v ramci K
dokazat obdobu véty, kterou jsme vyse (na str. 101) formulovali pro KVP.
Dokazeme vsak mirn¢ modifikované tvrzeni. Nazvéme mnozinu vyrokil jazyka
MVP Kklasicky konzistentni teorii, patii-li do ni kazdy vyrok, ktery je z ni
klasicky odvoditelny, a neni-li z ni klasicky odvoditelny Zadny vyrok spolu se
svou negaci. Pak
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Plati: Jestlize A neni v K odvoditelny z X, pak existuje maximalni klasicky
konzistentni teorie (mkk-teorie), kterd obsahuje v3e, co je odvoditelné (nikoli
jenom Klasicky, to jest i s pouZitim necesitace) z X, ale neobsahuje A.

Dukaz: Bud’ X* mnozina vSech vyroki, které jsou odvoditelné z X. Neni-li A odvoditel-
ny z X, pak jist¢ neni odvoditelny ani z X*, a X* je tedy konzistentni, a tim spise klasicky
konzistentni. Pomoci konstrukce popsané ve vété o rozsifeni (uvedené na strané 102) ji
tedy lze rozsifit na klasicky konzistentni teorii, kterd neobsahuje A. Navic protoze pro
klasické odvozovani plati véta o dedukci a protoze [11] je teorémem K, lze zplisobem
analogickym dtikazu véty na str. 103 ukézat, ze je to maximalni klasicky konzistentni
teorie.

Vsimnéme si, Ze fakt, Ze pro K plati odboba véty na str. 101, znamena, Ze pro K
plati i obdoby vsech jejich disledkd na str. 102 a 103. Takze m;.

Plati: A je v K klasicky odvoditelny z X pravé tehdy, kdyz je obsazen v kazdé
mkKk-teorii, ktera obsahuje X.

Nyni jsme pfipraveni dokazat silnou tplnost K — aviak namisto toho, abychom
dokazali pfimo, ze cokoli globalné vyplyva, je odvoditelné, dokazeme tvrzeni,
které je tomuto zfejmé ekvivalentni, totiz Ze cokoli neni odvoditelné, globalné

nevyplyva.

Plati: Neni-li vyrok A odvoditelny z mnoziny vyrokid X, pak z ni globalné
nevyplyva, to jest existuje interpretace jazyka K, pii které jsou vSechny prvky X
pravdivé ve vS§ech moznych svétech, ale A v nékterém ne.

Duikaz: Bud W mnozina vSech maximalnich klasicky konzistentnich rozsifeni mnoziny
X* v8ech vyroktl, které jsou odvoditelné z X. Definujme na W binarni relaci R
nasledujicim piedpisem:

W R W' =p¢t {C | oCew}cw'
Necht’ vyrok plati ve w prave tehdy, kdyz je jeho prvkem. Pak ziejmé vSechny vyroky,
které patii do X*, plati ve vSech prvcich W a A alespoii v jednom neplati (v dusledku
toho, co jsme ukazali vySe). Abychom dokazali, Ze jsme zkonstruovali pozadovany
model, sta¢i nyni dokazat, Zze pro kazdé B a pro kazdé weW

oBew pravé tehdy, kdyz pro kazdé w' takové, Zze w R w', plati Bew'

Prima implikace je zfejma; takze staci dokazat neptimou. Necht’ tedy
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pro kazdy w' takovy, Zze w R w', plati Bew'
To znamena, ze
pro kazdy w' takovy, ze {C | oCew}cw', plati Bew'
Jinymi slovy
kazda mkk-teorie, ktera obsahuje X* a {C | tCew}, obsahuje i B.
To ale, jak jsme ukazali vyse, je totéz jako
B je klasicky odvoditelny z X* a {C | oCew}
a tedy totéz jako

existuji Dy,...,Dy z X*a Cy,...,C, z {C | oCew} tak, Ze z D;,...,Dyy, Cy,...,Cy, J€
klasicky odvoditelny B.

Podle definice klasické odvoditelnosti toto znamena, Ze
(D1—>(...(Dp—>(C1—(...(C,—>B)..)))...)) je teorémem K;

a z toho s pouzitim pravidla (nec) plyne, ze
a(D1—(...(Dy—(C1—(...(C,—B)...)))...)) je teorémem K,

a z toho zase opakovanym pouzitim axiomu (K) plyne, ze
(@D;—(...(aDy—>(@Ci—(...(aCy—oB)...)))...)) je teorémem K.

To ale podle definice klasické odvoditelnosti znamena, ze
oB je klasicky odvoditelny z oD;, ..., oDy, 0oC;,...,0C,

Pfitom o D;,...,0D,, patii do X* (protoZze X* je uzaviena na necesitaci), a tudiz do w'
a oCy,...,0C,, patii do w'. To znamena, Zze do W' patii i oB.
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K je tedy siln¢ korektni a uplny, to jest A je odvoditelny z X pravé tehdy, kdyz
z ni globalng vyplyva.

Vedlejsim produktem tohoto dikazu je dukaz existence charakteristického
modelu, to jest takové interpretace, pii které je vyrok pravdivy prave tehdy, kdyz
je teorémem. Z pravé dokazané véty totiz plyne, ze neni-li vyrok A teorémem,
pak existuje interpretace jazyka K, pfi které je tento vyrok nepravdivy — staci
vzit za X prazdnou mnozinu. Pfitom interpretace, kterou v ramci tohoto dikazu
konstruujeme, je tatdz pro jakykoli vyrok A — tato interpretace tedy piitazuje N
vSem vyroktm, které nejsou teorémy, a je tedy charakteristickym modelem.
Charakteristickym modelem je tudiz interpretace, jejiz univerzum je tvoieno
viemi mkk-teoriemi a svét W' je na ném dosazitelny ze svéta W pravé tehdy,
kdyz {C | oCew}c W'

Dalsim, pfimym dusledkem silné uplnosti je kompaktnost K:

Plati tedy i: K je kompaktni, to jest vyrok A vyplyva z mnoZiny vyroki X praveé
tehdy, kdyZ vyplyva z néjaké jeji kone¢né podmnoziny.

Dukaz: Dokazali jsme, ze A vyplyva z X pravé tehdy, kdyZ je z ni odvoditelny;
a odvoditelny z nekone¢né mnoziny je ziejmé pravé tehdy, kdyz je odvoditelny z néjaké
jeji konecné podmnoziny.

Je zfejmé, ze neomezime-li se na klasickou odvoditelnost, pak v K véta
o0 dedukci neplati: podle pravidla (nec) je oA je odvoditelny z A pro kazdé A, ale
A—0A obecné teorémem neni™.

Analogicky, jako jsme dokazali, Ze se globalni vyplyvani kryje s odvoditel-
nosti, Ize nyni dokézat to, Ze se lokalni vyplyvani kryje s klasickou odvoditel-
nosti. Provéfeni toho, ze je-li A klasicky odvoditelny z Ay, ..., A,, pak z nich

% Podobné jako napiiklad v ptipadé FVP-L oviem pro MVP-K plati n&co, co se véts
o0 dedukci v jistém smyslu blizi: totiz vyrok B je odvoditelny z mnoziny XU{A} pravé
tehdy, kdyZ existuje m takové, Ze z X je odvoditelny vyrok (AADAAODAA...AO0"A)—B
(kde o™ znadi fetézec m operatorti o). V ramci n&kerych logik, které budeme zavadét
dale, mtizeme vyrok (AADAADDOAA...A0"A)—B zjednodusSovat: tak v ramci logiky
MVP-T ho miizeme zjednodusit na o "A—B (protoze o™A implikuje o ™A, a tudiz o'A
pro kazdé j<m); a v rdmci MVP-S4 pak dale nao A—B (protoze oA implikuje o’A pro
jakékoli j>1).
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lokaln¢ vyplyva, je opét rutinni zaleZzitosti, takze znovu dokdZeme jenom
obracenou implikaci.

Plati: Neni-li vyrok A klasicky odvoditelny z mnoziny vyrokt X, pak z ni
lokaln¢ nevyplyva.

Dikaz: Musime ukazat, Zze pro kazdou mnozinu X a kazdy vyrok A takovy, ze A neni
klasicky odvoditelny z X, existuje interpretace a svét v jejim univerzu tak, Ze jsou
v tomto svété pravdivé vSechny prvky X, avSak nikoli A. Takovou interpretaci
vytvofime tak, Ze za jeji univerzum vezmeme vSechny mkk-teorie (to jest mnoziny
vyroku, které obsahuji v8echny vyroky, které jsou z nich klasicky odvoditelné, ze
kterych neni klasicky odvoditelny Zadny vyrok spolu se svou negaci a které obsahuji
negaci kazdého vyroku, ktery neobsahuji) a relaci dosazitelnosti na tomto univerzu
definujeme tak jako v pfedchozim ptipadé predpisem

W R W =pg {C|oCew}cwW'.
Opét musime dokazat, Ze je tato definice definici skute¢né interpretace, to jest zen Bew
pravé tehdy, kdyz Bew’ pro kazdy w’ takovy, Zze w R w'.

Je zfejmé, ze

Bew’ pro kazdy w' takovy, zZe w R w'’
plati pravé tehdy, kdyz

B je klasicky odvoditelny z vyrokd By,..., By, které jsou vSechny prvky {C | aCew}.
Zpusobem, ktery byl podrobné ptedveden v pfechozim dikazu, 1ze ukazat, ze pak

oB je klasicky odvoditelny z oB;, ..., 0By, kde {B;,..., B,}< {C | oCew},
a tedy ze

oB je klasicky odvoditelny z w.

A protoze w je teorie (vzhledem ke klasické odvoditelnosti),

oBew.




116 4 Modalni vyrokova logika

Opét jsme tedy definovali skuteCnou interpretaci. Pfitom v jejim univerzu ziejmé
existuje svét, ve kterém jsou pravdivé vSechny prvky X, avSak nikoli A: jiz dobfte
znamym zpusobem totiz umime zkonstruovat maximalni klasicky axiomaticky
konzistentni teorii, kterd obsahuje X, avSak jejim prvkem neni A.

4.8 Rozhodnutelnost

Jak bychom dokéazali rozhodnout, zda je dany vyrok v K platny, tj. zda je
teorémem? Vime, Ze je platny pravé tehdy, kdyz je pravdivy v charakteristickém
modelu K; ale charakteristicky model ma nekoneény pocet svétd, takze je
nemuzeme vSechny prosté projit.

U KVP byla ovSem situace analogicka: méli jsme nekoneény pocet
interpretaci a také jsme je nemohli vS8echny projit, abychom zjistili, zda je pii
nich dany vyrok pravdivy, a zda je tedy tautologii. Pfesto jsme rozhodovaci
proceduru nadli — vyuzili jsme toho, Ze pravdivost daného vyroku pii dané
interpretaci zavisi jenom na tom, jaké pravdivostni hodnoty tato interpretace
pfifazuje atomickym podvyrokiim tohoto vyroku, takze neni potfeba rozliSovat
mezi interpretacemi, které se pro tyto atomické vyroky shoduji. Tim jsme de
facto redukovali nekone¢nou mnozinu interpretaci na kone¢nou mnozinu skupin
téchto interpretaci.

Néco podobného mtizeme udélat i v ptipad¢ K. V univerzu naSeho charakte-
ristického modelu se totiz opét nékteré mozné svéty 1isi zplisobem, ktery neni
Z hlediska zkoumaného vyroku relevantni, a my mezi takovymi moznymi svéty
nemusime rozliSovat. Je-li A vyrok, nazvéme dva svéty charakteristického
modelu A-ekvivalentni, jestlize v nich maji vSechny podvyroky A (véetné A
samotného) totozné pravdivostni hodnoty. Je ziejmé, Ze je-li n pocet podvyroki
A, rozdéli nam A-ekvivalence univerzum charakteristického modelu do nejvyse
2" ekvivalen¢nich tiid, a prvky kazdé z téchto tfid nam z hlediska A splyvaji
vzdy v jediny svét. Pokud by se nam podafilo ukazat, ze A plati v charak-
teristickém modelu pravé tehdy, kdyZz plati v néjaké jeho mutaci s takto
redukovanym univerzem obsahujicim jenom 2" svét, méli bychom vyhrano —
ke zjisténi platnosti A by nam stadilo otestovat jeho pravdivost v konecném
poctu svétu.

Plati: Lze rozhodnout, zda je dany vyrok A MVP-K tautologii (a tedy teoré-
mem).
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Dtkaz: Vezméme univerzum tvofené A-ekvivalenénimi tfidami svéti univerza
charakteristického modelu K (to jest tfidami svétd, které jsou nerozliSitelné z hlediska A
i v§ech jeho podvyroki) a pfitadme kazdému podvyroku A mnozinu téch svéti tohoto
nového, redukovaného univerza, ve kterych je tento podvyrok pravdivy (to jest je
pravdivy v t&ch svétech piivodniho univerza, ze kterych se tyto nové svéty skladaji). Je
zfejmé, Ze toto pfifazeni piifazuje vyroku A celé univerzum praveé tehdy, kdyz mu je celé
univerzum pfifazovano piivodnim, charakteristickym modelem, a tedy kdyz je tautologii.

Pokud by tedy bylo pfifazeni mnozin svétd naseho redukovaného univerza
podvyrokim A, které jsme pravé definovali, rozsifitelné na interpretaci, méli bychom
interpretaci s univerzem tvorenym 2" svéty, ktera by A pfifazovala celé univerzum pravé
tehdy, kdyZ je tautologii, a k tomu, abychom rozhodli, zda je A tautologii, by stacilo
projit vSechny interpretace s 2"-prvkovymi univerzy. Jde tedy o to ukazat, Ze lze
definovat relaci dosazitelnosti, kterd by spolu s nasim pfifazenim mnozin sveéti
podvyrokum A a spolu s n&jakym pfifazenim mnozin sv&tl ostatnim vyrokdm tvotila
interpretaci. Definujme tuto relaci tak, Ze ekvivalen¢ni tiida W’ svétl je dosaZitelna z
jiné ekvivalenéni tfidy W pravé tehdy, obsahuje-li W’ alespoii jeden svét, ktery je
v ptivodnim charakteristickém modelu dosaZitelny z n&jakého svéta obsazeného ve W.
(Tato nova relace se v literature obvykle nazyva filtraci té pivodni.) Vztah mezi
univerzem puvodniho charakteristického modelu a jeho redukovanou verzi si tedy
mizZeme znazornit nasledujicim zptisobem

Svéty toho puvodniho jsou vyznadeny jako cerné krouzky, zatimco svéty toho
redukovaného (které jsou jejich mnoZinami) jsou vymezeny teSkované. Pro ty prvni
pouzivame mala pismena w, W', ...; pro ty druhé pismena velka: W, W7, ... .

Potfebujeme nyni dokazat, Ze pfifadime-li kazdému podvyroku A mnoZinu viech
téch svétl redukovaného univerza, ve kterych je pravdivy (tedy které jsou tvofeny
takovymi svéty charakteristického modelu, ve kterych je pravdivy), budeme moci
ptitadit podmnoziny tohoto univerza vSem ostatnim vyrokiim a definovat relaci
dosazitelnosti tak, aby bylo toto ptifazeni interpretaci. Definujme

W R™ W’=p¢ existuji w a w' tak, Ze weW , w'eW’a wRwW'.
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Je ziejmé, ze vyrokam, které nejsou podvyroky A, miZeme piifadit podmnoziny

platit i (i.ii), to jest Ze pro kazdy podvyrok A tvaru oB bude platit

|oB]| = {Ww|W’||B|| pro kazdy W"takovy, Ze WR" W"}.
Jinymi slovy, musime ukézat, Zeo B bude ve svété W pravdivy pravé tehdy, kdyZ bude B
pravdivy v kazdém svété, ktery je z néj dosazitelny.

Problém je v tom, Ze oB by mél soucasné byt ve W pravdivy pravé tehdy, kdyz je
pravdivy v kazdém w takovém, Ze weW, to jest

|oB|| = {W | oB plati v kazdém w takovém, ze we W},
takZe co musime ukazat, je, ze mnozina {W | oB plati v kazdém w takovém, Zze we W} je
totozna s mnozinou {W | W’e || B|| pro kazdy W"takovy, ze W R" W% (¢ili zeo B je pfi
pivodnim charakteristickém modelu pravdivy v kterémkoli weW pravé tehdy, kdyzZ je
pfi naSi nové interpretaci s redukovanym univerzem pravdivy v kazdém svété

dosazitelném z W). Piedpokladejme tedy, ze

0B je pfi charakteristickém modelu pravdivy v kazdém svété patiicim do ekvivalenc-
ni tiidy W.

Z definice sémantiky operatoru nutnosti plyne, Ze tento piipad nastava, pravé kdyz

B je pravdivy v kazdém svété w' univerza charakteristického modelu takovém, Ze
w R W' pro néjaky svét weW.

ProtoZe je vSak B pravdivy ve svété w' charakteristického modelu pravé tehdy, kdyz je
pravdivy v tom svété W’ redukovaného modelu, do kterého w' patii, mizeme toto dale
ekvivalentné pfepsat jako

B je pravdivy v kazdém svété W’ redukovaného modelu takovém, ze w Rw’ pro
néjaky svét weW a né&jaky svét w'eW”.

Z nasi definice relace dosaZitelnosti R” viak vyplyva, Ze toto nastava pravé tehdy, kdyz
B je pravdivy v kazdém svété W’ redukovaného univerza takovém, ze W R™ W*

a to je to, co bylo tfeba dokazat.
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5.1 Modalni vyrokové pocty T, B a S4
Uvazme nyni modalni vyrokovy pocet, ktery vznikne z K ptidanim axiomu
(T) cA—A.

Vysledné logice budeme fikat MVP-T nebo prosté¢ T (piivodné byla formulovéana
Feysem, 1937; 1938, a potom v trochu jiné podobé von Wrightem, 1951). Tento
modalni vyrokovy pocet je obvykle povazovan za minimalni modalni logiku,
kterou lze brat za skute¢nou logiku nutnosti (a moznosti). (To, Ze plati-li néco
nutné, pak to plati, se totiz, jak uz jsme poznamenali, jevi byt zcela zakladni
a nevyhnutelnou charakteristikou nutnosti.) Jak& sémantika by k této axiomatice
pasovala?

ProtoZe T vznikl roz8ifenim K, je kazdy teorém K (a tedy i kazda tautologie
K) teorémem T; existuji ale i teorémy T, které nejsou teorémy K (sam axiom (T)
a teorémy, které piibyly v dasledku jeho ustanoveni) a pro které tedy existuje
néjaka interpretace K, pfi které neplati. Vhodnou sémantiku pro T bychom tedy
snad mohli dostat tak, Zze bychom ze sémantiky K odstranili pravé vSechny
takovéto interpretace. Otdzkou ov3sem je, je-li mozné najit n&jaké kritérium,
které nam dovoli tyto interpretace z mnoziny interpretaci K oddélit.

Ukazuje se, Ze ano. Jaké povahy musi byt kripkovska interpretace, aby v ni
platil axiom (T)? Podivejme se, co tento axiom fika z hlediska sémantiky. A
tika, ze A plati ve vSech dosazitelnych svétech — to znamena, ze axiom (T) rika,
ze z pravdivosti ve vSech svétech dosazitelnych z w musi plynout pravdivost ve
w. Snadno nahlédneme, Ze toto mize byt zcela obecné zaruceno jenom tehdy,
kdyz bude w sdm vzdy mezi témi, které jsou z w dosazitelné, to jest kdyz bude
kazdy svét vzdy dosazitelny sam ze sebe.

Sémantika T je tedy dana vSemi kripkovskymi interpretacemi jazyka MVP,
které maji tu vlastnost, Ze pro kazdy w plati, Ze wR w; to jest jejichZ relace
dosazitelnosti jsou reflexivni. Schematicky si takovou vlastnost relace dosazitel-
nosti muzeme zndzornit pomoci dvou obrazkd: na prvnim bude néjaka
konfigurace svétd a Sipek dosazitelnosti mezi nimi (v piipadé reflexivity to
ovSem bude bude pouze jediny svét bez jakékoli Sipky), na druhém tatdZ
konfigurace doplnéna o Sipky, které musi byt pfitomny, ma-li mit relace tu
vlastnost, o kterou jde:
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° 63

Reflexivita tedy podle tohoto obrazku znamena, Ze kdykoli je pfitomen svét,
musi byt pfitomna i Sipka spojujici jej s nim samym — jinymi slovy kdykoli je
kazdy svét Sipkou dosazitelnosti spojen sam se sebou.

Korektnost T vzhledem k této sémantice je ziejma. Jeji uplnost se dokaze tak,
ze postupem analogickym tomu, ktery jsme pouzivali v predchozi kapitole,
zkonstruujeme charakteristicky model T a ptesvéd¢ime se, ze je v ném R
reflexivni — z toho plyne, Ze pro kazdy vyrok T, ktery neni teorémem, existuje
kripkovska interpretace s reflexivni R, ve které tento vyrok neplati. Analogicky
se ukaze i jeho silna korektnost a Uplnost, kompaktnost a rozhodnutelnost.

Pro¢ bude R v charakteristickém modelu T reflexivni? Pfipomenime, Ze R je
v tomto modelu dana nésledujici definici:

WRW' =p¢s {A | DAew}cw'.

Avsak protoZe kazda mk-teorie v ramci T, kterd obsahuje oA, obsahuje i A, musi
kaZzdéa takova teorie obsahovat viechny vyroky, jejichZ necesitace obsahuje, tedy
pro kazdy w musi platit

{A | cAew}cw.
Podle vy3e uvedené definice viak toto znamen4, Ze
WRw.

Definujme nyni dalsi dva modalni vyrokové pocty, kazdy z nich jako rozSifeni
T. MVP-B vznikne z T pfidanim axiomu

(B) A>00A;
zatimco MVP-S4 vznikne, piida-li se k T axiom

(S4) cA—ooA.
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Sémantik pro tyto logiky se miizeme dobrat ndm jiz dobfe zndmym postupem;
vysledkem je, Zze MVP-B je korektni a uplny vzhledem k mnozing vsech
kripkovskych interpretaci, v nichZ je R nejen reflexivni, ale i symetricka (tj. pro
kazdé dva svéty w a w’' plati, Ze jestlize wRw', pak i w'Rw), zatimco S4 je
korektni a Uplny vzhledem k mnoziné vsech kripkovskych interpretaci, v nichz
je R nejen reflexivni, ale i tranzitivni (tj. pro kazdé tii svéty w, w' a w'’ plati, Ze
jestlize wRw’ a w'Rw"’, pak i WRwW'"). Prvni z téchto vlastnosti znazoriiuje prvni z
nasledujicich diagramt, druhou ten druhy:

O——0O O<+«—>»0O

o_Fo\o O<O\‘o

Nyni si uvédomme, ze MVP-S5, ktery jsme probirali v piedchozi kapitole,
vznikne kombinaci téchto dvou rozsifeni — to jest vznikne tak, Ze k T ptidame
jak axiom (B), tak axiom (S4). Z toho také vyplyva, Ze S5 je korektni a Gplny
vzhledem k mnozing€ vSech kripkovskych interpretaci, v nichz je R reflexivni,
symetricka i tranzitivni — to jest je ekvivalenci.

Ted jsme ale ziejmé dospéli k jiné sémantice, nez jakou jsme pro S5
definovali v predchozi kapitole. Tam jsme se totiz obeSli zcela bez relace
dosazitelnosti — coz ale bylo z nasi soucasné perspektivy ziejmé totéz, jako
kdybychom brali kazdy svét za dosazitelny z kazdého jiného. Lze tedy fici, Ze
v minulé kapitole jsme sémantiku S5 definovali jako tfidu vSech interpretaci,
v nichz je R univerzalni (to jest wRw' plati pro kazdé dva svéty w a w'), zatimco
ted” jsme dospéli k tomu, ze S5 je korektni a uplny vzhledem ke tfidé vSech
interpretaci, v nichZ je R ekvivalenci.

Snadno se oviem nahlédne, Ze korektnost a Uplnost vzhledem k obéma témto
tiidam interpretaci splyva. Z jedné strany je to ziejmé: kazda univerzalni relace
je ekvivalenci, a tudiz z platnosti pii kazdé interpretaci s relaci dosazitelnosti,
ktera je ekvivalenci, plyne platnost pii kazdé interpretaci, jejiz relace dosazitel-
nosti je univerzalni. Z druhé strany nam ale ekvivalence definuje rozdéleni
univerza do souboru vzijemné nedosazitelnych ekvivalencnich tiid svéti,
Z nichz kazdou lze vzit za univerzum né&jaké interpretace, jejiz relace dosazitel-
nosti bude univerzalni; pfi¢emz platnost pii té pavodni, ,ekvivalen¢ni‘, bude
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splyvat s platnosti pti vSech téch novych, ,univerzalnich‘. Takze z platnosti pfi
kazdé univerzalni interpretaci plyne platnost pii kazdé ekvivalen¢ni interpretaci.

Snadno také nahlédneme, Ze T, B, S4 i S5 jsou rozhodnutelné: v jejich
piipad¢ ziejmé sta¢i rozhodovaci proceduru, kterou jsme ptedvedli pro K,
modifikovat tak, Ze se uvazuji pouze interpretace s relaci dosazitelnosti, kterd ma
potfebnou vlastnost (tj. je reflexivni, symetricka ap.). Vezméme naptiklad T.
Snadno se ovéri, ze relace dosazitelnosti, definovana zplisobem uvedenym
voddile 0 na redukovaném univerzu charakteristického modelu T, bude
reflexivni — to znameng, Ze vyslednd interpretace bude interpretaci T. Z toho
vyplyva, Ze k tomu, abychom zjistili, zda je dany vyrok teorémem T, staci projit
vsechny interpretace T s univerzy obsahujicimi nejvyse 2" prvki — mezi nimi se
totiz nachazi ta, kterou vyrobime redukci charakteristického modelu a ve které
tedy tento vyrok, pokud neni tautologii, neplati. A podobn¢ je to s ostatnimi
uvazovanymi modalnimi vyrokovymi pocty.

5.2 Nékteré teorémy MVP

Abychom predvedli axiomatiku modalnich vyrokovych pocti ,v akci‘, dokazme
nékolik teorémut. V K, a tudiz v kazdém modalnim vyrokovém poctu naptiklad
plati, Ze o(AAB) je ekvivalentni cAAoB. Abychom to ukazali, dokazme nejprve

o(AAB)—(cAAOB):

1. (AAB)—>A (3)

2. 0((AAB)—>A) 1., (nec)
3. o(AAB)—OA 2., (K)
4. (AnB)—B 4)

5. o((AAB)—B) 4., (nec)
6. o(AAB)—0OB 5., (K)
7. oA—(oB—(ocAAOB)) (5)

8. 0(AAB)—(aB—(0AAOB)) 3.,7.12]
9. oB—(o(AAB)—(0AADB)) 8., [3]
10. o(AAB)—(a(AAB)—(oAATB)) 6.,9. [2]

11. 0(AAB)—(0AACB) 10., [4]
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Nyni dok&Zeme obracenou implikaci,

(oAAOB)—o(AAB):

1. A—>(B—(AAB)) (5)

2. o(A—(B—(AAB))) 1., (nec)
3. tA—o(B—(AAB)) 2., (K)
4. o(B—(AAB))—>(cB—o(AAB)) (K)

5. oA—(oB—o(AAB)) 3., 4., [2]
6. (DAAOB)—DA 3

7. (0AAoB)—(oB—o(AAB)) 6., 5., [2]
8. obB—((oAAOB)—0(AAB)) 7., [3]

9. (nAAOB)—oB 4

10. (cAAoB)—((cAACB)—a(AAB)) 9,8.,[2]
11. (0AADB)—0O(AAB) 10., [4]

V K neplati, Ze A implikuje OA. To platiaz v T:

1. o—-A—>—A (M)

2. ——A—>—0—A 1., [8]

3. A>——A [7]

4, A>—o—-A 3.,2.,[2]

5. A—>0A 4., definice ¢

Dalsi z vyrokd, ktery dokazeme,
o(A—B)—o(oA—oB),

neni teorémem T, je v3ak dokazatelny v S4:

1. a(A—»B)—(cA—oB) (K)

2. 0(o(A—B)—>(cA—oB)) 1., (nec)
3. oo(A—>B)—o(oA—oB) 2., (K)
4. o(A—B)—»oo(A—B) (S4)

5. o(A—»B)—»o(oA—oB) 4., 3., [2]
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Priklady vyroku, které nejsou teorémy S4, jsou vSak dokazatelné v S5, jsme
vidéli v oddile 4.5.

5.3 Korespondenc¢ni teorie

Vidéli jsme, ze pro kazdy z axiomi MVP, o kterych jsme dosud uvaZovali,
existuje néjaka jednoducha vlastnost relace dosazitelnosti, Kterd tomuto axiomu
odpovida: ptijeti toho kterého axiomu je vzdy totéZ jako omezeni se na
interpretace, jejichZz relace dosazitelnosti ma piisluSnou vlastnost. (Piesnéji
feCeno, axiom je v kterémkoli ramci platny pravé tehdy, kdyZ ma relace
dosazitelnosti tohoto ramce odpovidajici vlastnost.) Tak naptiklad axiomu (T),
jak jsme vidéli, odpovida reflexivita, axiomu (B) symetri¢nost atd.

Existuje i cela fada dalSich axiomi, kterym timto zpisobem odpovidaji dalsi
vlastnosti relace dosazitelnosti. Uved’'me piehled vybranych piipadu:

0A—>A R je reflexivni, tj. pro kazdy w plati wRw

A—00A R je symetrickd, tj. pro kazdé w a w' takové, Ze wRw’, plati w'Rw

oA—ooA R je tranzitivni, tj. pro kazdé w, w’ a w” takové, Zze wRw’ a w'Rw"’,
plati wRw"’

0A—o0A R je eukleidovska, tj. pro kazdé w, w' a w” takové, ze wRw'
awRw"', plati w'Rw"’

oA—>0A R jetotalni, tj. pro kazdy w existuje w’ tak, Zze wRw'

OA—>DA R je parcialni funkce, tj. pro kazdé w, w' a w" takove, Zze wRw'
a wRw"', plati w'=w"'

OA<>DA R je (totélni) funkce, tj. pro kazdy w existuje pravé jeden w' tak,
Ze WRw'

ooA—>0A R je slabé husta, tj. pro kazdé w a w' takové, Ze wRw’, existuje
w'’ tak, Ze WRw" a w''Rw’

OoA—D0A R je slabé usmérnéna, tj. pro kazdé w, w' a w" takové, Zze wRw'
a WRw"', existuje w'’ tak, Ze wW'Rw'"” aw''Rw’"’
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Naskyta se otazka, kam aZ tato ,korespondence‘® sahé: existuji axiomy, pro
které zadnou takovou vlastnost nelze artikulovat; ¢i vlastnosti, které nelze takto
axiomatizovat? To je samoziejmé otazka poné¢kud vagni a je mozné ji zpiesno-
vat riznymi zpisoby. Pro prvni ¢ast uvedené otazky se naskytd zpiesnéni
vychazejici z faktu, ze vSechny uvedené vlastnosti relaci lze vyjadfit pomoci
(relativné jednoduchych) vyrokt elementarni klasické logiky. (Nikoli ovSem
klasického vyrokového poétu; je k tomu potieba klasicky predikatovy pocet,
kterym se hodlame systematicky zabyvat v pokracovani této knihy — naptiklad
tranzitivitu vyjadiime vyrokem Yww'w" ((WRWAW'RW")—>WRwW'").) Mluzeme se
tedy ptat, zda existuji axiomy korespondujici s vlastnostmi, které nelze vyjadfit
v ramci elementérni klasické logiky?

Odpovéd na tuto otazku je, jak se ukazuje, pozitivni. Boolos (1979, s. 82)
napiiklad ukazal, Ze takovym axiomem je

o(0A—A)—>DA®,

Jinym ptikladem vyroku, kterému neodpovida Zadna vlastnost relace
dosaZitelnosti vyjadtitelna v klasické logice, je*°

oOA—ODA.

¥V literatufe se zde skutedné hovoii o teorii korespondence (viz napf. Kracht, 1993).
(Poznamenejme, Ze tento pojem korespondence nijak nesouvisi s pojmem, ktery stoji
v zakladé tzv. korespondencni teorie pravdy, 0 které pojednava naptiklad Kolat, 1999.)
% Tento vyrok totiz plati pii kripkovské interpretaci pravé tehdy, kdyz je jeji relace
dosazitelnosti R tranzitivni a soucasné neexistuje nekone¢na posloupnost sv&ti Wy, Wy ...
takova, ze wiRw;,; pro i=1,2, ... . Soudasné je faktem, Ze tfidu takovychto ramct neni
mozné pomoci predikatového poctu prvniho fadu charakterizovat. Disledkem jeho
kompaktnosti je totiZ to, Ze plati-li n¢jaka jeho formule o kazdém ramci, ve které existuje
libovolné dlouha konecnd posloupnost svétil tohoto typu, pak musi platit i o rdmci, ve
kterém je tato posloupnost nekonecna. (Situaci si miizeme ptedstavit tak, ze kompakt-
nost brani logice rozliSovat mezi neomezenou kone¢nosti a skuteénou nekone¢nosti.) To
znamena, ze vyrok klasického predikatového poctu, ktery by charakterizoval tu vlastnost
relace dosazitelnosti, jez odpovida o(cA—A)—DA, nemiize existovat.

% Dikaz viz Goldblatt (1975).
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Z druhé strany se mizeme ptat, zda existuje néjaka vlastnost relace
dosazitelnosti vyjadtitelna klasickou logikou, ke které by neexistoval Zadny
modalni vyrok, ktery by ji axiomatizoval. K odpovédi na tuto otdzku bude
zapotiebi dokézat pomocné tvrzeni. Nejprve vsak definici.

Méme-li dvé interpretace MVP, ||...||1 a ||...]| 2, s univerzy U, a U, a s rela-
cemi dosaZitelnosti R; a R, pak zobrazeni f z U; do U, nazveme
p-morfismem||... ||+ do ||...||.*, jestlize plati:

(i) jestlize w Ry w', pak f(w) R, f(w');

(ii) jestlize f(w) R, w', pak existuje w'’ tak, Ze w Ry w'’ a f(w'") = w’;

(i) pro kazdy atomicky vyrok A plati, ze wel|A|; pravé tehdy, kdyz
fw)e | Al

Zobrazeni je tedy p-morfismem, pravé kdyz (i) obraz svéta w' dosaZitelného ze
svéta w je vZdy dosazitelny z obrazu w; (ii) svét dosazitelny z obrazu w je vzdy
obrazem n¢jakého svéta dosazitelného z w; a (iii) atomicky vyrok plati ve svété
w, prave kdyz plati v jeho obraze.

Funkce f splitujici podminky (i) a (ii) se nazyva p-morfismem ramce <U;,R;> do
ramce <U,,R,>. Existuje-li p-morfismus <U3,R;> na <U,,R,> (to jest takovy,
pti kterém pro kazdy weU, existuje w'eU; tak, Ze f(w) = w), pak <UpR,>
nazveme p-morfickym obrazem <Uy,R;>.

Plati: Je-li f p-morfismem, pak pro kazdy (nejenom atomicky) vyrok A plati, Ze
we [|A]|; pravé tehdy, kdyz f(w)e ||Al|2 Je-li <U,R,> p-morfickym obrazem
<U;,R;>, pak kazdy vyrok, ktery je platny v <U;,R;>, je platny i v <U»,R,>.
Dtikaz: Dokézat prvni Cast tvrzeni je tak snadné, Ze to lze ponechat jako cviceni.
Abychom dokazali druhou ¢&ast, predpokladejme, ze A neni platny v <U,,R,>. Existuje
tedy interpretace ||...|| » v tomto ramci takova, Ze pro n&jaky w'eU, plati w'e [|A||..
Definujme interpretaci || ... ||; v ramei <U;,R;> tak, Ze pro kazdy vyrok B a pro kazdy
svét w bude we || B|; pravé tehdy, kdyz f(w)e || B||.. Snadno se nyni nahlédne, Zze f je
p-morfismus ||...|| 1 do ||...]| » @ Ze pro ono w™eU,, pro které f(w™) = w", musi platit
w™ e ||A|l1; a A tedy neni platny v <Us,Ry>.

¥ Tento termin se vyvinul z pvodniho ,,pseudo-epimorfismus*.
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Uvazme nyni tu vlastnost relace dosaZitelnosti, které se fika ireflexivita
a kterou ma relace dosazitelnosti pravé tehdy, kdyz zadny svét neni dosazitelny
sam ze sebe, to jest kdyZz pro Zadny w neplati wRw. Vezméme dva ramce:
univerzum jednoho z nich je tvofeno pfirozenymi Cisly a relace dosazitelnosti
splyvé se standardni relaci uspotfadani téchto Cisel (to jest z kazdého Cisla jsou
dosazitelna pravé vSechna ta ¢isla, ktera jsou vétsi nez ono), zatimco univerzum
druhého je tvoieno jedinym prvkem, ¢islem 0, ktery je sam ze sebe dosazitelny.
Snadno se overi, ze funkce, ktera zobrazuje vSechny prvky univerza toho
prvniho na jediny prvek univerza onoho druhého, je p-morfismem; takZe druhy
ramec je p-morfickym obrazem prvniho. AvSak zatimco relace dosazitelnosti
prvniho ramce je ireflexivni, relace dosazitelnosti druhého nikoli: takZe nemiize
existovat vyrok jazyka MVP, ktery by byl platny v tom prvnim a nebyl platny
v onom druhém.

Podobné neni axiomatizovatelna ani propojenost, to jest vlastnost, kterou ma
R pravé tehdy, kdyz jsou kazdé dva rizné svéty jeden z druhého alespon
V jednom sméru dosazitelné, to jest kdyz pro kazdé dva svéty w a w’ plati

jestlize w=w', pak bud’ WRw' nebo w'R w.

To lze nahlédnout nasledujicim zpisobem. Kazdy vyrok MVP, ktery je platny ve
dvou riznych rdmcich s disjunktnimi univerzy, ziejmé musi byt platny i v ramci,
ktery vznikne jejich ,sjednocenim‘, to jest v ramci, jehoZ univerzum i relace
dosazitelnosti jsou sjednocenim univerz a relaci dosazitelnosti obou ptivodnich
ramci. AvSak takovéto ,sjednoceni‘ dvou ramci s propojenymi relacemi
dosazitelnosti (a neprazdnymi univerzy) da ramec, jehoZ relace dosaZitelnosti
ziejmé neni propojend; a nemize tedy existovat vyrok, ktery by byl platny praveé
jen ve vSech rdmcich s propojenymi relacemi dosaZitelnosti.

5.4 Slabé modalni logiky
C. I. Lewis, ktery se jako prvni modalnimi operatory zabyval v ramci moderni

formalni logiky, ptivodné navrhl pét riznych modalnich systému, které nazval
S1 a7 S5%. Zza primitivni modalni operator ovSem nevzal nutnost, ale ,striktni

% \/iz jeho dodatek k Lewis a Langford (1932).
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implikaci‘. Ta je vSak definovatelna prostfednictvim nutnosti, protoze A striktné
implikuje B, praveé kdyz mezi A a B nutné plati obycejna implikace, tj. kdyz
0(A—B). Proto mlizeme puvodni Lewisovy systémy pievést do podoby
kompatibilni s nas§im dosavadnim vykladem modalnich logik; ostatné u S4 a S5
jsme tak jiz uginili®.

Lewisovy logiky S1-S3 jsou pozoruhodné tim, Ze v nich neplati pravidlo
(nec) — to znamena, Ze v jejich ramci existuji vyroky, které jsou samy dokazatel-
né, ale jejich necesitace nikoli. Tyto systémy se tudiz nevejdou do nasi vySe
uvedené definice modalniho vyrokového poctu a nemaji tedy ani standardni
kripkovskou sémantiku. Z toho plyne, Ze chceme-li dat n&jaky sémanticky smysl
i témto Lewisovym systémim, musime pro né definovat néjakou jinou
sémantiku.

Nejprve si vSak tyto systémy charakterizujme. S1 je moZné axiomatizovat
napiiklad nasledujicim zpGsobem. Axiomy jsou vSechny axiomy né&jaké
axiomatizace KVP plus nasledujici dva modalni axiomy:

(T) CA-A,
(S1) o(A—B)—(o(B—C)—o(A—C)).

Odvozovacimi pravidly jsou pak modus ponens plus nasledujici dvé:

(necy) A/ oA, je-li A teorémem KVP,

(US) A&B / C«>CJA/B]
(kde C[A/B] je jakykoli vyrok, ktery vznikne z C ndhradou n&jakého
vyskytu vyroku A vyrokem B).

K alternativni axiomatizaci mizeme dospét tak, ze pfidame jako dalsi axiomy
necesitace vSech axiomd KVP: tim se stanou nadbytecné samy axiomy KVP
(protoze kazdy z nich je pomoci (mp) a (T) odvoditelny ze své necesitace), a jak
se ukazuje, také pravidlo (neck) (protoze necesitace vSech teorémi KVP budou
odvoditelné pomoci ostatnich axiomtl a pravidel). Axiomatizaci S1 tedy bude:

o(A—(B—A)),
0((A—>(B—C))—>((A—>B)—>(A—>C))),

¥ v pavodni verzi je uvadi naptiklad Mleziva (1970, §4.3).
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o((-A——-B)—>((-A—B)—A)),
oA—A,
o(A—B)—>(a(B—>C)—o(A—C)),

A, A—>B /B,
A-B / CoCIA/B].

(Vsimnéme si ovSem, Ze tato nova axiomatizace neni ekvivalentni t¢ ptivodni
v takovém smyslu, Ze by byl kazdy vyrok A, ktery je v ramci jedné z nich
odvoditelny z vyroka Ay, ..., An, z téchto vyrokil odvoditelny i v ramci té€ druhé.
Naptiklad z vyroku A—A je v ramci té pivodni, avSak nikoli v rdmci oné nové,
odvoditelny vyrok o(A—A).)

Axiomatizace S2 se od nasi pavodni axiomatizace S1 liSi jednim axiomem
a jednim pravidlem — namisto (S1) ma totiz nam dobie znamy axiom

(K) o(A—>B)—(cA—oB)
a namisto pravidla (US) pravidlo
(nec”) o(A—B) / o(A—oB).
Pii této axiomatizaci ma tedy S2 stejné axiomy jako T — lii se odvozovacimi

pravidly.
Alternativni axiomatizaci S2 tedy bude:

0(A—(B—A)),
o((A—>(B—C))—((A—>B)—>(A—>C))),
a((-A—>—-B)—((-A—B)—A)),
oA—A,

0(A—B)—(oA—oB),

A, A—>B /B,
o(A—B) / a(cA—aB).

Axiomaticky systém pro S3 vznikne tak, Ze k axiomiim S2 pfidame axiom

o(A—B)— o(ocA—oB),
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¢imz se stanou nadbyteénymi axiom (K) i pravidlo (nec”). Alternativné tedy
miizeme S3 axiomatizovat nasledujicim zptisobem

o(A—(B—>A)),
o((A—~>(B—C))—((A—>B)—>(A—>C))),
o((-A—>—-B)—>((-A—B)—>A)),
oA—A,

o(A—B)— o(oA—oB),

A, A—B/B.

Vsimnéme si, Ze pro tuto axiomatizaci musi platit véta o dedukci — ma totiz za
teorémy axiomy (1) i (2) KVP a za jediné odvozovaci pravidlo ma (mp). (To
ovSem neznamena, Ze véta o dedukci plati i pro onu predchozi axiomatizaci S3!)

Jakou sémantiku by mohly mit tyto takzvané slabé modalni vyrokové pocty
(SMVP)? Je ziejmé, ze standardni kripkovska je pro né nepouzitelna: protoze
v SMVP obecné neplati pravidlo necesitace, je mozné, aby byl A teorém ao A
nikoli — avSak ve standardni kripkovské interpretaci musi byt oA platny, jakmile
je platny A. (To plyne z faktu, Ze kdykoli je A platny, je pravdivy v kazdém
svete, a tedy tim spi§ v kazdém svété dosazitelném z kteréhokoli svéta.) To
znamend, ze uplna kripkovska sémantika pro SMVP by musela obsahovat svéty,
v nichZ by mohly neplatit necesitace teorémtl.

A ukazuje se, zZe timto zptisobem skuteéné¢ mtizeme vhodnou sémantiku pro
nékteré SMVP vybudovat — je tfeba jenom tu standardni kripkovskou obohatit
0 tzv. nenormalni mozné svéty. Nenormalni svét je charakterizovan tim, Ze
v ném neplati zadna necesitace; jinak je stejny jako normalni svét. Interpretaci
SMVP je pak kripkovska interpretace s univerzem, které muzZe obsahovat
i nenormalni svéty. Vyrok je pak ovSem pfi takovéto interpretaci definovan jako
platny, jestlize je pravdivy v kazdém normalnim svété. Rikejme této sémantice
nestandardni kripkovska sémantika®.

To znamena, Ze napiikla@ A—A) je platny pii kazdé nestandardni
kripkovské interpretaci. To plyne z faktu, Ze tento vyrok je platny pravé tehdy,
kdyZ je v kazdém mozném svété dosazitelném z jakéhokoli normalniho mozné-
ho svéta pravdivy vyrok (A—A); a ten zfejmé plati v kazdém, normalnim

“0Viz Kripke (1965a).
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i nenormalnim svété. AvSak vyrokio( A—A) jiz platny neni — muaze totiz
existovat normalni mozny svét, ze kterého je dosazitelny né&jaky nenormalni
svét, aprotoZze vtomto nenormalnim svété neni pravdaa( A—A), neplati
V uvazovaném normalnim svété oo(A—A).

Jak lze ukazat, je S2 Uplny vzhledem ke viem nestandardnim kripkovskym
ramcim S reflexivni relaci dosaZitelnosti, zatimco S3 vzhledem ke vSem
nestandardnim kripkovskym rdmctm s relaci dosazitelnosti, ktera je reflexivni
a tranzitivni. (Pro S1 ani nestandardni kripkovskou sémantiku vybudovat nelze.)
S2 je tedy v tomto smyslu jakousi ,slabou variantou‘ T, zatimco S3 je ,slabou
variantou* S4.

5.5 Temporalni logika

Z hlediska ptirozeného jazyka se zdaji byt podstatné i modality ¢asové. K nim
pritom lze pfistoupit zptisobem analogickym tomu, jakym jsme pfistupovali
k modalitam, kterymi jsme se zabyvali dosud. Rekneme-li, Ze néco plati vidy,
muizeme tomu totiz jisté¢ rozumét tak, ze fikame, ze to plati v kazdém Casovém
okamziku; a zda se tudiz, Ze vidy se vzhledem k ¢asovym okamzikiim chova
analogicky jako nutné vzhledem k moznym svétim. Podobné nékdy je mozné
nahlédnout jako jakousi ,éasovou analogii‘ mozna™. Z tohoto hlediska se tedy
nejjednodussi temporalni logikou jevi byt prost¢ MVP-S5 sprvky univerza
chépanymi nikoli jako svéty, ale jako casové okamziky.

U temporalni logiky, kterou se jako prvni zacal systematicky zabyvat Artur
Prior, nam ale obvykle nejde jenom o tyto dvé standardni modality: jako druh
modalit 1ze totiz chapat i samy gramatické ¢asy. Mame-li vyrok A v ptitomném
¢ase, pak jeho uvedeni do minulého, resp. budouciho ¢asu miizeme chapat jako
aplikaci modalniho operatoru P, resp. F (z anglického past, resp. future): PA
tedy fika, ze tomu bylo tak, ze A, zatimco FA fika, Ze tomu bude tak, Ze A.

vvvvvv

v némz A, zatimco FA k4, Ze existuje casovy okamzZik pozdéjsi nezZ ten

“l Je oviem tfeba mit na paméti, Ze vyrazy numé a moZna jsou v piirozeném jazyce
mnohoznacné, takze ten jejich smysl, ktery explikuje modalni logika, je jenom jednim
z mnoha. Jeden ze smysli nutné se napiiklad témét kryje s vyznamem vzdy; a nékteré
tradi¢ni Gvahy o nutnosti a moznosti by tak z dneSniho hlediska mohly spadat spiSe do
temporalni nez do modalni logiky.
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soucasny, v némz A. To naznacuje, Ze i tyto operatory se vzhledem k ¢asovym
okamzikim chovaji podobn¢ jako modélni operatory vzhledem k moznym
svétim: to, zda je v daném casovém okamziku pravdivy PA nebo FA, je véci
toho, zda je A pravdivy v jinych casovych okamzicich.

Abychom ovSem mohli tuto paralelu vytézit a definovat temporalni operatory
kripkovskym zptsobem, musime vzit v uvahu, Ze casové okamziky jsou
usporaddny: tvoii ¢asovou osu, piimku, ktera vede z minulosti do budoucnosti.
Formalni aparat, ktery jsme vyvinuli v rdmci budovani sémantiky pro modalni
logiku, nam ovSem poskytuje nastroj, ktery nam uspofadani dovoluje ustanovit:
relaci dosazitelnosti. V tomto piipadé budeme povazovat ¢asovy okamzik t' za
dosazitelny z ¢asového okamziku t pravé tehdy, kdyz je t' pozdé&jsi nez t.
(Vzhledem k tomu, ze ze soucasnosti do budoucnosti se jednou dostaneme,
zatimco do minulosti jiz nikoli, zde termin dosazitelnost dava dokonce
ptimocafej$i smysl nez v piipadé modalnich logik.) KyZzené linearni (to jest
,piimkové‘) uspotadani Casovych okamzikt vznikne ziejmé tehdy, budeme-li
mit relaci dosaZitelnosti, ktera je tranzitivni, ireflexivni a propojena. (MiZzeme
samoziejme uvazovat i o dalSich vlastnostech: naptiklad ¢asova osa by méla byt
pravdépodobné i husta, to jest takova, aby mezi kazdymi dvéma okamziky lezel
néjaky dalsi.)

Operatory F a P mtizeme nyni definovat nasledujicim zptisobem

|FA|| = {t| existuje t"tak, Ze t’e
|PA]| = {t | existuje t"tak, Ze t’e

|A|| a tRt'};
|A|| at'Rt}.

Operatory nekdy, S (sometimes), a vidy, A (always), pak mizeme definovat
jejich pomaoci:

SA =p¢r PAVAVFA,
AA =Def. —|S—|A

Jakou axiomatiku by méla temporalni logika mit? Rekli jsme, Ze bychom
potfebovali relaci dosazitelnosti, ktera je minimalné tranzitivni, ireflexivni
a propojend. Tranzitivité, jak vime, odpovida axiom

oA—O0A;
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avsak, jak také vime, ireflexivitu a propojenost axiomatizovat neumime. Takto
pfimocara axiomatizace temporalni logiky tedy neni mozna; v literatuie je
ovSem probirdna celda fada navrhl sofistikovanéjSich axiomatickych systémi
temporalni logiky*.

5.6 Deonticka logika

Jako ur¢ity druh modality je mozné nahlédnout i zakladni pojem tzv. deontické
logiky, prikazani. Rekonstruujeme-li je prikdzano jako modalni operator O a je
povoleno jako P (pismena jsou vzata z anglickych terminti obliged a permitted),
bude mezi témito dvéma operatory obdoba vztahu mezi nutnosti a moznosti:

OA & —P—A.

Pfedstavme si nyni, ze mame univerzum moznych svétt s relaci dosazitelnosti,
ktera nepropojuje svét W se v§emi svéty, ve kterych nastava to, co je ve W mozne,
ale se vSemi témi, ve kterych nastava jen to, co je ve w povoleno. Pak bude
ziejmé ve w pravdivy vyrok PA pravé tehdy, kdyz bude A pravdivy v né¢jakém
dosazitelném svété, a vyrok OA bude ve w pravdivy prave tehdy, kdyz bude A
pravdivy v kazdém dosazitelném svété. Jinymi slovy, budeme-li kripkovské
interpretace chapat timto ,deontickym‘ zptisobem, budeme moci pro tento druh
deontické logiky pouzit piimo standardni kripkovskou sémantiku.

Obvykle se ma za to, Ze vedle minimalni modalni axiomatiky, odpovidajici
MVP- K, je v ptipadé deontické logiky v kazdém piipad¢ tieba pfijmout axiom

(D) ~(OAAO—A)

stanovici, ze nic nemlze byt pfikdzdno a soufasné zakazano. Za minimalni
rozumny deonticky vyrokovy pocet je tedy ¢asto povazovan pocet charakterizo-
vany (vedle axiomil a pravidla KVP) deontickou obdobou axiomu (K), axiomem
(D) a deontickou verzi pravidla (nec). Snadno nahlédneme, Ze (D) je ekvivalent-
ni axiomu

*2\/iz Prior (1957); a také Girle (2000, Kapitola 8) a Goldblatt (1987).
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(D') OA—PA,

a tomu, jak jsme vidé€li v oddile 5.3, odpovida to omezeni na relaci dosazitelnos-
ti, které stanovi, Ze je tato relace totalni, to jest Ze neexistuje svét, ze kterého by
nebyl dosazitelny zadny svét. Modely takové deontické logiky jsou tedy viechny
mnoziny moznych svétl s totalnimi relacemi dosazitelnosti.

Tak jako v pfipadé modalni logiky mtizeme i tuto deontickou logiku zesilovat
pridavanim dalSich axiomd. Zda se vSak, Ze neni pfili§ rozumné uvaZovat
0 obdob¢ axiomu (T),

OA—A,

protoze prijimat, Ze cokoli je pfikdzano, automaticky nastava, se nezda davat
velky smysl. Nekteti autoti vSak ptijimaji obdoby modalnich axiomt (B) a (S4),
to jest

OA—OO0A,
A—OPA

(coz v8ak ziejmé predpoklada, ze dokazeme dat n&jaky rozumny smysl do sebe
vnofenym modalitdm). Deonticky vyrokovy pocet, jehoz axiomatizace je
tvofena témito dvéma axiomy plus axiomy (K) a (D) a pravidlem (nec) (plus,
samoziejmé, axiomy a pravidlem KVP), pak charakterizuje relaci dosaZitelnosti,
ktera je totalni, symetricka a tranzitivni*®.

“3 Viz Chellas (1980, Kapitola 6) a Girle (2000, Kapitola 11). Je oviem tieba podotknout,
Ze toto je jenom jeden z mozZnych pfistupii k deontické logice. Jiny se ubira cestami zcela
nepodobnymi cestdm modalni logiky: nechépe totiZ tuto logiku jako logiku specifickych
modalit, ale spiSe jako logiku ,rozkazovaciho zptsobu fe¢i¢ (viz Kolar a Svoboda, 1997).
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6.1 Kripkovska sémantika pro IVP

Vidéli jsme, ze pro KVP i pro Siroké spektrum modalnich vyrokovych pocti
mizeme zkonstruovat kripkovskou sémantiku. Sémantiku tohoto druhu vSak
maji i nékteré dalsi logiky — pfedevsim logika intuicionisticka.

Kripke ukazal, Ze pro IVP je takovou sémantiku mozné definovat nasleduji-
cim zptisobem**:

Nazvéme interpretaci jazyka IVP funkci ptifazujici kazdému vyroku
podmnoZinu dané mnoZiny M, které fikaime univerzum této interpretace a na
které je definovana reflexivni a tranzitivni binarni relace R tak, Ze plati:

(0) pro kazdy atomicky vyrok A plati, Ze je-li pravdivy v mozném svété w,
pak je pravdivy i v kazdém z néj dosazitelném mozném svéte,
tj. {w' | w R W’ pro n&jaky we ||A|| }g"A”;

(i) negaci —A vyroku A je ptifazena mnozina téch svétd, ze kterych neni
dosazitelny zadny svét, ve kterém by platil A,
tj. ||-A[ = {w|we | A| pro kazdy w’ takovy, Ze w R w' };

(ii.1) konjunkci AAA" vyrokl A a A’ je pfifazen prinik mnozin pfifazenych A
aA, . |[AAA | = twwe Al awel|A| 3

(ii.it) disjunkci AVA" vyroki A a A’ je pfifazeno sjednoceni mnozin
ptitazenych Aa A, tj. ||AVA'|| = {w|we ||A| nebo we ||A"|};

dosazitelny zadny svét, ve kterém by platil A a neplatil A, tj. || A—->A’ ||

={w|w'e||A]| nebow'e ||A’|| pro kazdy w’ takovy, ze w R w'}.

Zatimco klauzule pro konjunkci a disjunkci jsou zcela standardni (to jest jsou
totozné s prislusnymi klauzulemi kripkovské sémantiky pro KVP a potazmo
MVP), ostatni tfi klauzule se odvolavaji nejenom na skute¢ny svét, ale i na svéty
zngj dosazitelné. To je, jak vime, charakteristické pro modalni operatory
(zejména operéator o). Intuicionistické atomické vyroky, implikace a negace se

* Viz Kripke (1965b). Viz také Epstein (2001, §VI11.C) a Svejdar (2002, §5.1.1)
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tedy z hlediska této interpretace chovaji jako vyroky modalni. Konkrétng
muzeme fici, ze atomicky vyrok A se chova jako sva vlastni necesitace A,
implikace A—>B jako o( A—B) a negace —A jako o—A. IVP se tedy z tohoto
hlediska vlastné jevi jako ,zakuklena‘ modalni logika.

Vsimnéme si, Zze pro kazdy vyrok IVP, ktery je pravdivy v n&jakém svéte,
plati, ze je pravdivy i v kazdém svéte z n¢j dosazitelném. Pro atomické vyrazy to
vyplyva ptimo z definice a pro ty ostatni to 1ze dokazat indukci. Predpokladejme
totiz, Ze A je pravdivy ve w, tj. ze we ||A]|, aw R w'. Pak:

(i) je-li A tvaru —B, pak pro kazdy svét w" dosazitelny z w' plati, Ze
w”¢||B|| (nebot z tranzitivity R vyplyva, Ze w” musi byt dosazitelny
izw); atedyw'e || -B|=||All;

(ii.i) je-li A tvaru BAC, pak we||Bff a we "C", a tedy podle induk¢niho
predpokladu w'e ||B|| aw'e || C||, a tudizw'e | BAC||=||A||;

(ii.ii) je-li A tvaru BvC, pak we || B|| nebo we ||C||, a tedy podle indukéniho
piedpokladu w' e || B || nebo w'e || C || ,atudizw'e || BvC || = ||A || ;

w"¢||B|| nebo w’e||C|| (opét proto, Ze z tranzitivity R vyplyva, Ze
w" musi byt dosaZitelny i z w); a tedy w'e | B=C||=||A||.

Korektnost intuicionistické logiky vzhledem k této sémantice se snadno
ovéti; dikaz tplnosti miizeme provést nam jiz dobfe zndmou cestou konstrukce
charakteristického modelu:

Plati: IVP je vzhledem k vySe uvedené sémantice Uplny, to jest kaZzda tautologie
je teorémem.

Duikaz: Zptusobem zcela analogickym tomu, jak jsme to dé€lali v oddile 4.3, zkon-
struujeme pro dany vyrok A teorii, ktera ho neobsahuje. Necht' je tedy By, B,, ...
usporadani vyrokl jazyka IVP (v této posloupnosti se tudiz nékde vyskytuje i A,
feknéme, Ze na j-tém misté, takze je totozny s Bj); definujme Yy, Yy, ... pfedpisem:

Yo =4,
Yirr = YiU{B}, neni-li z Y;U{B;} odvoditelny vyrok A
=Y;, jinak.

Y je pak opét sjednocenim vsech Yy, Yy, ... .
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Stejné jako v ptipadé KVP nyni plati, Ze A neni prvkem Y; Ze A z Y neni ani
odvoditelny, a Zze Y je tedy konzistentni; a také to, ze Y je teorii. Do IVP ovsem
nemtzeme prenést dikaz toho, Ze je Y maximalni: ten se totiZ opiral o teorém [11] KVP,
ktery neni teorémem IVP.

Lze vSak ukazat, Ze Y je pInd, coZ znamena, Ze kdykoli obsahuje BvC, pak obsahuje
bud’ B, nebo C. Pfedpokladejme totiz, ze Y obsahuje BvC, ale neobsahuje B ani C. Je-li
B i-tym a C j-tym prvkem posloupnosti By, B,, ..., pak musi platit, Ze A je odvoditelny
z Yiu{B} i z Y;{C}. A je tedy odvoditelny jak z Y{B}, tak z YU{C}; a podle véty
o0 dedukci jsou tudiz z Y odvoditelné B—>A a C—A. Pak je oviem, pomoci axiomu (8),
z Y odvoditelny i (BvC)—A, a protoZe BvC patii podle ptedpokladu do Y, je z Y odvo-
ditelny i A. A to je spor.

To znamena, Ze A je teorémem, pravé kdyz je prvkem vSech plnych axiomaticky
konzistentnich teorii (budeme zkracené fikat pk-teorii). Pokud tedy na univerzu
tvofeném vS8emi pk-teoriemi dokédZzeme zkonstruovat reflexivni a tranzitivni relaci
dosazitelnosti tak, ze pfifadime-li kaZdému vyroku mnozinu vSech téch pk-teorii, do
pfimo plyne uplnost. A ukazuje se, Ze tuto relaci lze definovat prekvapivé snadno —
prosté jako relaci inkluze: svét w' bude dosaZitelny ze svéta w pravé tehdy, kdyz bude
mnozina téch vyrokd, které tvoti w, ¢asti mnoziny, ktera tvoii w'.

Ze je tato relace reflexivni a tranzitivni, je ziejmé; a stejné tak je ziejmé, ze plati (0).

okolnosti ekvivalentni tomu, Ze plati

(i) —A patti do pk-teorie w pravé tehdy, kdyz A nepatii do zadné pk-teorie, ve které
je w obsazena,

zatimco platnost (ii.iii) je ekvivalentni

obsahuje, patii A’ nebo nepatii A.

UkaZzme nejprve, Ze plati (i°). To, Ze patii-li =A do w, pak A nepatti do zadné pk-teorie,
kterd je rozSifenim w, je ziejmé — teorie, kterd by osahovala —A i A, by nebyla
konzistentni. Zbyva tedy dokéazat, Ze pk-teorie, jejiz Zadné plné axiomaticky konzistentni
rozsiteni neobsahuje A, obsahuje —A. Pfedpokladejme tedy, Ze zadné plné axiomaticky
konzistentni rozsifeni w neobsahuje A. wu{A} tedy neni podmnozinou zadné pk-teorie,
a je tedy nekonzistentni (kdyby totiZ tato mnozina konzistentni byla, existoval by vyrok
B, ktery by z ni nebyl odvoditelny, a zplisobem analogickym vyse uvedenému bychom
dokazali zkonstruovat pk-teorii, kterd by obsahovala wu{A}, avSak nikoli B). To
znamena, Zze z wu{A} je odvoditelny kterykoli vyrok, a tudiz i —A. Podle véty o dedukci
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z toho plyne, Ze z w je odvoditelny A—~—A. AvSak protoZe z w je odvoditelny i A—>A
(nebot’ je teorémem), je z w za pomoci axiomu (9) odvoditelny —A. A protoze w je
teorie, plyne z toho, Ze —Aew.

Nyni ukazme, Ze plati (ii.iii"). Pfedpokladejme nejprve, 7e A—A’ patii do w a Ze
néjaka pk-teorie W', ktera je rozsifenim w, obsahuje A. Pak je z ni odvoditelny, a tudiz do
ni patfi vyrok A’. Piedpokladejme z druhé strany, Ze kazda pk-teorie, kterd obsahuje w,
obsahuje A’ nebo neobsahuje A; to jest, Zze kazda pk-teorie, kterd obsahuje w a A,
obsahuje i A’. To znamena, Zze A’ je odvoditelny z wu{A} (kdyby nebyl, dokazali
bychom zkonstruovat pk-teorii, ktera obsahuje wu{A}, ale ne A’). Pak je podle véty
o0 dedukci z w odvoditelny A—A’, a protoZe w je teorie, A—>A"ew.

Pro kripkovskou sémantiku IVP je charakteristické to, ze se v ni mozné svéty do
sebe jaksi ,vnofuji‘, a tim se pfestavaji jevit jako svéty v pravém slova smyslu —
kazdy z nich je nahlédnutelny spiSe jako jakysi vice ¢i méné tuplny popis stavu
svéta. Relace dosazitelnosti pak vede vzdy od méné uplného k uplnéjSimu
popisu. Takové popisy mizeme chapat také jako zachyceni toho, co v n¢jakém
okamziku o svété vime — tedy jako naSe ,informacni stavy‘; a relaci dosazitel-
nosti pak jako diagram moznych variant ,informaéniho vyvoje‘. (Z tohoto
pohledu pak naptiklad negace —A nefika doslova to, ze A neni pravdivy, ale
spiSe to, ze uz za zadnych okolnosti nemtze piijit informace, Ze by pravdivy
byl.)

Vratme se nyni jesté k souvislosti mezi [VP a modalni logikou. Vezméme
MVP sreflexivni a tranzitivni relaci dosaZitelnosti, to jest S4. Prifad’me
kazdému vyroku A jazyka IVP vyrok A" jazyka MVP tak, Ze

A" = oA, je-li A atomicky,
(—A) = o-A,

(AAB) = A"AB’,

(AVvB) = A"VB’,
(A—B) = o(A'—>B").

Ziejmé plati, e je-li ||...|| ss interpretace S4, pak jestlize pro kazdy vyrok A IVP
definujeme

1AL =cer |

S4y
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bude ||...|| interpretaci IVP. Z toho vyplyva, Ze je-li A tautologii IVP, je A*
nutné tautologii S4. Je-li totiz A pravdivy pii kazdé interpretaci IVP, pak musi
byt A" pravdivy pii kazdé interpretaci S4 (protoZe kdyby nebyl, nemohl by byt
pfi té interpretaci IVP, ktera ji odpovida, pravdivy ani A).

Z druhé strany: je-li || || e interpretaci IVP, pak ziejmé existuje interpreta-
ce ||...|| S4 tak, ze
A"

B

[Aflwe= |

takze vyrok A je tautologii IVP pravé tehdy, kdyz je A" tautologii S4. Z toho
vyplyva, Ze je IVP rozhodnutelny: rozhodnout, zda je tautologii S4 vyrok A",
totiz umime.

6.2 Kripkovska sémantika pro relevanéni logiky

Také pro nékteré relevanéni vyrokové pocty lze, jak se ukazuje, vybudovat
kripkovskou sémantiku. Pii jejim budovani vychazime z kripkovské sémantiky
pro KVP, sémantiku implikace v8ak definujme ,modalné‘ (v duchu MVP-S5):

nebo neplati A,
tj. |A—A"|| = {w| pro kazdy w’ plati w'e | A]| nebo w'e ||A"|}.

Tim vyfadime paradoxy implikace; presto vSak stdle zlistanou tautologiemi
nekteré¢ z implikaci, které by jimi z hlediska relevancni logiky byt nemély.
Jednou z nich je

(—AAA)—>B.
Tento vyrok je v rdmci KVP ekvivalentni paradoxu implikace

—A—(A—B),
na rozdil od né& vSak zjevné zistava tautologii i po ,modalizaci‘ implikace.

Divodem je to, ze vyrok —AAA neni pravdivy v Zadném moZném svété
a jakakoli implikace, jejiz antecedent tvofi, je tedy nutné pravdiva. Takze
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abychom dosahli vyfazeni i této implikace z mnoziny teorémil, musime najit
n¢jakou cestu, jak pripustit mozné svéty, ve kterych mtize byt pravdivy vyrok
spolu se svou negaci.

Piedstavme si, Ze ke kazdému svétu W existuje svét w”, kterému budeme fikat
pendant w. (V nékterych piipadech miize platit W'= w, obecné to ale nepiedpo-
kladame.) Definujme

(i") negace —A vyroku A je v mozném svété pravdiva pravé tehdy, kdyz A
neni pravdivy v jeho pendantu, tj. ||-A[| = {w|w'e ||A]}.

V ptipadg, Ze je svét totozny se svym pendantem, tj. w = w", splyva tato definice
s klasickou; avSak pokud w = w", mohou byt ve w soucasné pravdivé A i —A.
(Vyslednd logika se tak stva parakonzistentni ve smyslu oddilu 3.3.3.)

Pti takto definované sémantice prestava byt tautologii vyrok

(-A~A)—>B
a také vyrok
B—(—AVA).

Tautologiemi vSak stale jesté zUstavaji nekteré dalsi z hlediska relevancni logiky
nezadouci vyroky, naptiklad

A—(B—B).

Tento vyrok je zfejmé tautologii proto, ze tautologii je B—B a implikace
s tautologickym konsekventem nemuize tautologii nebyt. Vytadit tuto tautologii
milzeme pomoci obratu, ktery jsme pouzili pfi budovani sémantiky pro slabé
modalni logiky: zavedeni ,nenormalnich® svétl (i kdyZz nyni ,nenorméalnich’
trochu jinym zpiisobem nez v pfipadé SMVP). V kazdém takovém nenormalnim
svété mize kazda implikace nabyvat jakékoli pravdivostni hodnoty bez omezeni
— takZze v ném muze byt nepravdivy naptiklad i B—B. Tautologi¢nost ale bude,
tak jako v ptipad¢ slabych modalnich logik, definovana jako pravdivost ve v§ech
normalnich moznych svétech, takze B—>B sdm nadale tautologii bude. Sou¢asné
vSak uz nebude platit, Ze B—B je pravdivy v kazdém mozném svété, a tudiz
tautologii nebude A—(B—B).
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Ukazuje se oviem, Ze takovato sémantika je z hlediska relevanéni logiky ted’
uz az prili§ slaba — tautologiemi v jejim ramci prestavaji byt i nékteré vyroky,
které jsou obvykle v relevancnich logikach teorémy. Piikladem je

(*) (A—>B)A(A—>C))—(A—>(BAC)).

Tento vyrok je v ramci vySe uvedené sémantiky ve w pravdivy pravé tehdy,
kdyZ pro kazdy w' plati w'¢ || (A—>B)A(A—C)|| nebo w'e || A>(BAC) ||. Avsak
protoze pfifazeni pravdivostnich hodnot implikacim v nenormalnich svétech
nepodléhd Zadnym omezenim, miZeme mit svét w', ve kterém plati (A—B)
i (A—>C) (atudiz i (A—>B)A(A—C)), ale neplati v ném A—(BAC).

Potiebného ,doladéni‘ této sémantiky lze dosahnout tak, ze na univerzu
moznych svétl definujeme ternarni relaci R takovou, Ze pro kazdy normalni svét
w plati Rww'w” pravé tehdy, kdyz w' = w". Klauzuli pro implikaci nyni
modifikujeme nasledujicim zptisobem:

aw' takové, Ze Rww'w’" a Ze A plati ve w’, plati A’ ve w"’,
tj. |A—>A"|| = {w | pro kazdé w' aw" takové, ze Rww'w", plati w'¢ || A
nebow”e || A |}

Vsimnéme si, ze pii takto definované sémantice se uz (*) stava tautologii.
(*) totiZ plati ve w pravé tehdy, kdyz

jsou-li w' a w” takové svéty, ze Rww'w'" a (A—>B)A(A—C) plati ve w', pak
A—(BAC) plati ve w".

Je-li vSak w normalni (a z hlediska tautologi¢nosti (*) nas zajima jeho pravdivost
jenom v normalnich svétech), plati Rww'w"" pravé tehdy, kdyz w' = w", takze
predchozi podminka se redukuje na:

plati-li ve w' (A—>B)A(A—C), pak ve w’ plati i A—(BAC).

To je dale ekvivalentni podmince

plati-li ve w’ jak A—B, tak A—>C, pak jsou-li w’a w"’ takové svéty, ze
Rw'w"w'"" a Ze A plati ve w"’, pak BAC plati ve w'”’,
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a dale podmince

jestlize pro kazdé dva svéty w'' a w'"”’ takové, ze Rw'w'w'"’ a Ze A plati ve w'’,
J p Y
lati B a C ve w'"’, pak pro kazdé dva svéty w'’ a w'”’ takové, ze Rw'w''w'”’
pak p y
a Zze A plati ve w'’, plati BAC ve w""’,

ktera je zfejm¢ automaticky splnéna. To znamena, Ze (*) nyni plati v kazdém
normalnim mozném svété, a je tedy tautologii.

Zrekapitulujme, jak jsme sémantiku pro RVP, ke které jsme se praveé
dopracovali, dostali ze standardni kripkovské sémantiky pro modalni logiky.
Provedli jsme tii modifikace:

(i) Zavedli jsme funkci, ktera svétim pfitazuje jejich pendanty (tu pak vyuZzi-
vame pro definici sémantiky negace).

(i1) Pripustili jsme nenormalni mozné svéty, ve kterych mohou implikace
nabyvat jakychkoli pravdivostnich hodnot.

(iii) Nahradili jsme relaci dosaZitelnosti ternarni relaci R mezi moznymi
svéty, pro kterou plati, Ze je-li svét w normalni, pak pro kterékoli dva svéty w’ a
w'’ plati Rww'w" pravé tehdy, kdyz w' = w". (Tuto relaci vyuzivame pro definici
sémantiky implikace.)

Pfesna definice interpretace jazyka RVP tudiz vypada takto: Bud’ M mnoZina,
N jeji podmnoZina, * funkce z M do M a R ternarni relace na M takova, Ze pro
kazdy weM, ktery nepatii do N, plati, Ze Rww'w"" pravé tehdy, kdyz w' = w"’.
Interpretaci jazyka RVP nazveme funkci pfifazujici vyrokim podmnoziny M
tak, ze

(i.1') —A je ve w pravdivy, pravé kdyZ je A nepravdivy ve w";

(ii.1") AAB je ve w pravdivy, pravé kdyz je ve w pravdivy jak A, tak B;

(ii.2") AvB je ve w pravdivy, pravé kdyz je ve w pravdivy A nebo B;

(ii.3") A—>B je ve w pravdivy, pravé kdyz pro kazdé w' a w'’ takové,
Zze Rww'w" a Ze A je pravdivy ve W', je B pravdivy ve w"'.

Vyrok RVP je pak tautologii, jestlize mu kazda interpretace pfifazuje
mnozinu svétl, ktera obsahuje vSechny ty prvky M, které nejsou prvky N (to jest
je-li pravdivy ve v8ech normalnich svétech).
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Plati, Ze tato sémantika je axiomatizovana axiomy RVP-B (Oddil 3.5): Ze je
tedy tento pocet vzhledem Kk této sémantice korektni a Uplny. Zde to ale
dokazovat nebudeme™.

Podobn¢ jako v pripadé MVP lze i zde odhalit urcitou korespondenci mezi
axiomy, které lze pfidavat k RVP-B, a omezenimi na relaci R. Tak napftiklad
plati, Ze axiomu

(A—>—B)—>(B—>—A)
odpovida podminka

jestlize Rw;w,ws, pak Rwyws w,".
Podobné axiomu

(A—>B)—>((B>C)—>(A—C))
odpovida podminka

jestlize pro né&jaky w plati Rww,w a Rwwsw,, pak pro né&jaky w' plati
Rwiwsw" a Rw,ow'wy.

A protoze relativné jednoduché korespondujici vlastnosti relace R existuji pro
vSechny axiomy, o které je tfeba rozsifit RVP-B, abychom dostali RVP-R,
mizeme timto zptisobem definovat sémantiku i pro RVP-R. Obdobné, i kdyz
komplikovangji 1ze vybudovat sémantiku pro RVP-E. Podrobnosti viz Priest
(2001, kapitoly 9,10) a literatura tam citovana.

6.3 Multimodalni logiky a dynamicky vyrokovy pocet

Jiné druhy logik vznikaji, kdyz zacneme uvazovat o jazycich, ve kterych existuje
vice na sobé nezavislych modalit (tj. vice nezavislych operatorti ,nutnosti‘).
Predstavme si, Ze na$ jazyk obsahuje vedle operatorw i operator m, pro ktery

mame axiomy analogické tém pro 0; ze tedy plati

**V/iz Routley et al. (1982).
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(Ko) o(A—B)—(oA—oB),
(Km) m(A—>B)—>(mA—nB),

(neco) A/ oA,
(necm) A/ mA.

Lze ukazat, Ze zobecnime-li kripkovskou sémantiku tak, aby ramce obsahovaly
dvé relace dosazitelnosti R, a R, (prvni proo a druhou pro m), mizeme jak
dutkaz korektnosti a Uplnosti, tak dikaz rozhodnutelnosti pro standardni modalni
logiku pfimocaie zobecnit a ukazat, ze je i tato ,bimodalni‘ logika korektni,
Uplné a rozhodnutelna.

Muzeme vSak samoziejmé vytvaret i bimodalni logiky, v nichz budou obé¢
modality ,interagovat‘, to jest logiky, které budou obsahovat axiomy jako
napiiklad

—m—0A - 0—m—-A.

Takové axiomy pak budou korespondovat s urCitymi vztahy mezi pfisluSnymi
relacemi dosaZitelnosti. Naptiklad pravé uvedenému axiomu odpovida vztah tzv.
konfluence:

VWiWoWs3 (W1 RGW2AW1RW3)—>IW, (WoRWsAW3R GW,)).

Analogicky mtizeme zavést vice nez dvé modality. Vyslednym logikdm se pak
fika multimodalni.

Pozoruhodnym ptipadem multimodalni logiky je logika, ve které mame
nejenom vice modalit, ale i pravidla, jak z existujicich modalit skladat nové.
Piedstavme si, ze uvazujeme o n&jakém souboru udalosti {U;}ic;, pro kazdou
mame operator o; a vyrok oA interpretujeme jako

po probéhnuti udalosti U; plati A.

Ptislusny kripkovsky model se pak jevi jako diagram jakéhosi ,pfechodového
systému‘: jednotlivé mozné svéty reprezentuji stavy a jednotlivé relace
dosazitelnosti rizné mozné typy ptechodl mezi nimi.

Predstavme si, Ze mame pocitac a néjakou zakladni sadu instrukci, které na
ném lze vykondvat. Vime, jak kazdd z téchto instrukci méni stav pocitace.
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Muzeme si tedy pfedstavit, Ze mame mnozinu moznych stavli a Ze mame pro
kazdou instrukci binarni relaci (v typickém, ,deterministickém* ptipadé funkci)
na mnozin¢ stavi. Na takovy systém se miizeme divat jako na kripkovsky model
— je tu univerzum ,sveéti‘ (moznych stavil) a soubor ,relaci dosazitelnosti
(ptechodil) mezi nimi. V pfislusné multimodalni logice bude necesitace vyroku
A v néjakém stavu pravdiva pravé tehdy, kdyz se pocita¢ z tohoto stavu nemtize
prislusnou instrukci dostat do zadného stavu, kde by neplatilo A.

Z instrukci pak samoziejmé muzeme skladat programy; a za predpokladu, ze
existuje zpiasob, jak skladat jim odpovidajici prechody, dokdzeme ,vyrobit’
prechod odpovidajici kazdému programu. Na této myslence je zaloZen tzv.
dynamicky vyrokovy pocet (DVP), kterym se jako prvni zabyval Pratt (1976).

Jazyk DVP vznikne z jazyka KVP tak, ze k nému pfidame soubor atomickych
programii Py, Py, ... @ Operatory @, U, * a ?. Programy DVP a vyroky DVP pak
vymezujeme nésledujicim zptsobem*®:

(i.i) Kazdy atomicky program je program;

(i.if) je-li X program, je i X* program (nazyvany iterace programu X);

(i.ii) jsou-li X a'Y programy, jsou i XY (zretézeni X a Y) a XUY (alternace
X aY) programy;

(i.iv) je-li A vyrok, je A? program (A-test);

(ii.i) kazdy atomicky vyrok je vyrok;

(ii.ii) je-1i A vyrok, je i —A vyrok;

(ii.iii) jsou-li A a B vyroky, jsou i (AAB), (AvB) a (A—B) vyroky;

(ii.iv) je-li A vyrok a X program, je i [X]A vyrok;

programem neni nic jiného, nez co stanovi (i.i)—(i.iv); a vyrokem neni nic

jiného, nez co stanovi (ii.i)—(ii.iv).

Réamec pro interpretaci DVP je tvofen mnozinou M a pfifazenim binarni relace
Rp na M kazdému atomickému programu P. Na zakladé tohoto pfifazeni
mizeme definovat pfifazeni binarnich relaci na M vSem programim, které

*® Viimnéme si, Ze i kdyZ se v definici vyroku odvolavame na programy (takze se zda,
ze programy bychom méli mit definovany diive nez vyroky) a v definici programu se
naopak odvoldvame na vyroky (takZe se zd4, ze definice programu naopak predpoklada
definici vyroku), je tato definice korektni. Musime se na ni ale divat jako na jedinou,
provazanou definici, kterd definuje vyroky a programy paraleln¢.
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ovsem musime opét definovat souCasné s interpretaci jazyka DVP v tomto
ramci:

(i.i1) Ry« = {<w,w'> | existuji wy, ..., w, tak, Ze w = wy, W' = w, a {<w,wp>, ...,
<Wp_1,Wn>}Ry};

(i.iii.i) Ryay = {<w,w'> | existuje W'’ tak, Ze <w,w'’>eRy a <w'",W'>eRv};

(i.iii.ii) Ry y = {<w,w'> | <w,w'>eRy nebo <w,w'>eRy};

(i.iv) Ry = {<ww'> |lw=w'awe ||A[|};

(ii.ii) [|-A|l = twlwe | A]l 3

(ii.iii.d) [|AAA ]| = twiwe |[A] awe A };

(ii.iii.i)) [|AVA"|| = {w |we||A| nebow € || A’ };

ii.iiiiii) ||[A>A|| = {w|we ||A|| nebo we ||A|};

(ii.iv) |[XIA]| = {w|w'e]||A| pro viechny w' takové, Ze <w,w'>eRy}.

Axiomaticky systém DVP nyni tvoii nasledujici axiomy a pravidla:

(i) axiomy a odvozovaci pravidlo KVP;
(ii) pro kazdy program X ,modalni‘ axiom a pravidlo
[X]1(A—>B)—([X]A—[X]B) a
Al X]A;
(iii) pro kazdé dva programy X a Y axiomy:
[X®Y]A < [X][YIA;
[XUYIA & ([XJAALYIA);
[X*]A — (AALX][X*]A);
[X*1(A — [X]A) = (A — [X*]A);
[A?]B <> (A—>B).

Metodou piimocaie analogickou té, kterou se dokazuje uplnost standardnich
modalnich logik, Ize nyni dokézat i Uplnost tohoto systému; a lze také ukazat, Ze
je DVP rozhodnutelny (viz Goldblatt, 1987, Kapitola 10).

Poznamenejme, ze z operatord DVP je mozné skladat ,modality* odpovidaji-
ci standardnim typtim piikazi béznych programovacich jazykd, napf.

if A then X else Y =p¢r. (A?)OX)U(((—A)?)@Y),
while A do X =per. ((A?®X)*)D((—A)?)
atd.
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Vsimnéme si, ze a¢ programy jsme prezentovali jako pouhé nastroje
vytvafeni operatort, z hlediska programovacich jazyku, jimiz byl tento druh
logiky inspirovan, jsou ustfednim pfedmétem zajmu pravé ony. Tak jako je za
logicky klicovou jednotku pfirozeného jazyka brana oznamovaci véta, je za
zékladni jednotku jazyka programovaciho bran program — takZze z hlediska
tohoto jazyka nas primarné zajimaji nikoli vyroky (ty se z hlediska progra-
movaciho jazyka jevi jako tzv. boolovské vyrazy, jejichZ role je omezena na
kontexty rozhodovacich piikazit), ale programy. Programy se od vyroku lisi tim,
Ze je na nich podstatné to, co délaji (jakou zménu stavu pocitace zplsobuji), a ne
to, zda ¢i kdy jsou pravdivé.

Faktem ovSem je, Ze i na oznamovaci véty pfirozeného jazyka je mozné se
divat jako na nastroje zmén urcitych stavl, v tomto pfipadé zmén informacnich
stavil uzivateld jazyka. Timto smérem se vlastné€ jiz v naznaku vydala kripkov-
sk& sémantika IVP — vidéli jsme, Ze v jejim ramci se mozné svéty jevily spise
jako informacni stavy a relace dosazitelnosti jako jakysi diagram informaéniho
VyVvoje.

V tomto sméru oviem muzeme jit dale: mizeme zacit vyroky obecné chapat
jako néco, co nas vede z jednoho informaéniho stavu do jiného: mame-li stav s,
pak nas z n¢j vyrok A vede do ,informacné bohat§iho* stavu, ktery je tvofen
vdemi informacemi s plus tou, ktera je pfinasena vyrokem A (plus samoziejmé
vSemi jejich spoleCnymi disledky). Vyrok se tedy z tohoto hlediska jevi jako
reprezentace ,pfechodu‘ mezi informa¢nimi stavy ¢ili jako funkce, kterd
pfitazuje informa¢nim staviim informacni stavy, ¢i obecnéji jako relace mezi
informa¢nimi stavy. Jinymi slovy, jako protipdl oznamovaci véty se nam pak
v ramci DVP jevi spiSe program nez vyrok. O variantach takto ,informatizova-
né* logiky pojednavéa napiiklad van Benthem (1997).






7 Obecné algebraicka sémantika pro vyrokové pocty

7.1 Obecna definice vyrokového poctu

V piedchozich kapitolach jsme probrali celou fadu riznych vyrokovych poéti;
a nyni se mizeme ptat, co maji vSechny tyto pocty spole¢ného. Jak by bylo
mozné pojem vyrokového poctu vymezit obecné?

Je celkem jasné, jak obecn¢ charakterizovat syntax vSech jazykl toho typu,
jakymi jsme se v této knize zabyvali: vyroky kazdého jazyka jsou tvofeny
pomoci operatori z né&jaké vychozi mmnoziny atomickych vyrokd. Obecna
definice syntaxe by tedy mohla vypadat takto:

Vyrokovym jazykem nazveme mnozinu symbold, kterym fikame atomické
vyroky, spolu s mnozinou symboli (obvykle kone¢nou®’), kterym iikame
operatory, a z nichZ kazdy ma piifazenou aritu (¢etnost), udanou piirozenym
Cislem.

Vyroky takového vyrokového jazyka jsou definovany nasledovné:

(i) kazdy atomicky vyrok je vyrok;
(i) je-li O n-arni operator a jsou-li Ay, ..., A, vyroky, je O(Aq,...,An) vyrok;
(i) nic jiného vyrokem neni.

Také axiomatiku je jednoduché charakterizovat obecné: mnozina teorémui
kazdého poctu je prost€ mnozinou vSech vyrokd, které je mozné podle n&jakych
pravidel odvodit z n€jakych vychozich axioml. V§imneme si ovSem, Ze axiomy
a odvozovaci pravidla jsme vzdy specifikovali Cist€é ,strukturalné‘, to jest
axiomem a potazmo teorémem byl vyrok vzdy Cisté v disledku svého tvaru. To
vede k nasledujici definici:

Axiomatickym systémem pro dany vyrokovy jazyk nazveme mnozinu vyrokd
tohoto jazyka, kterym Fikame axiomy, plus mnoZinu odvozovacich pravidel typu

Z Ay, ..., Ay odvod A, zkracené Ay, ..., A,/ A.

“7 Jedingm jazykem, kterym jsme se v této knize zabyvali a ktery mél nekone&ny pocet
vyrokovych operatort, byl DVP (viz §6.3).
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Teorémy takového vyrokového jazyka jsou definovany nasledovné:

(i) kazdy axiom je teorém;

(i) jsou-li Ay, ..., A, teorémy a je-li A, ..., A, / A odvozovaci pravidlo, je A
teorémem;

(i) nic jiného teorémem neni.

Ponc¢kud problematictéjsi je obecna definice sémantiky. Je zifejmé, ze
sémantika spociva v pfifazovani n¢jakych hodnot vyrokiim a Ze toto pfirazovani
je ,kompozicionalni‘ — to jest hodnota slozeného vyroku je vzdy urcena
hodnotami jeho ¢asti. Jinymi slovy, pro kazdy n-arni operator O vyrokového
jazyka existuje n&jaka n-arni operace O” s denotaty tak, Ze pro kazdé vyroky A,
. Aq je || O(Ay,...,An) || =0"(||As || yees " An || ). Hodnoty nam ale také musi skytat
néjaky prostfedek pro to, abychom mohli definovat pojem tautologie: v nej-
jednodussim piipadé je tomu tak, Ze jednou z nich je ptimo pravdivostni hodnota
pravda, P.

Zatim jenom jako prvni pfiblizeni tedy definujme: Sémantikou pro dany
vyrokovy jazyk nazveme mnoZinu M, ktera ma né&jaky vyznaleny prvek a na
které je pro kazdy operator tohoto jazyka definovana funkce s odpovidajici
aritou. Interpretaci tohoto jazyka nazveme kazdé ptitazeni prvki M vyrokim
jazyka takové, Ze pro kazdy operator O a pro kazdé vyroky Ay, ..., A, plati
|OAL...A) || = O (|| Ar] - || Aa]|)s kde O™ je ta funkee, kterd je na pislusné
mnozin¢ definovadna pro operator O. Vyrok nazveme tautologii, pfifazuje-li mu
kazda interpretace vyznaceny prvek.

Takova definice by fungovala pro KVP a podobné pro nékteré vicehodnotové
vyrokové pocty, nefungovala by ale naptiklad pro MVP. MnoZina, jejimiz prvky
jsou vyroky interpretovany, v jejich ptipad¢ totiz neni dana jednozna¢né — mize
to byt mnoZina podmnozin jakékoli mnoZiny. To znamena, Ze abychom vys3e
uvedenou definici uéinili aplikovatelnou i na né, musime zacit hovofit nikoli
0 jediné mnoziné (s vyzna¢enym prvkem), ale 0 souboru mnozin. VSimnéme si
dale, ze v ptipadé MVP je vyzna¢enym prvkem podmnoZina rovnajici se celému
univerzu.

| takto upravena by se vSak naSe definice nedala aplikovat na 4VP-P ¢i
SMVP — problém je v tom, Ze v jejich pfipadé€ je vyznaCenych vice nez jeden
prvek (v piipadé 4VP-P jsou to hodnoty P a O, zatimco v piipadé SMVP kazda
mnozina svétl, kterd obsahuje vSechny normalni svéty). To ale znamend jenom
trivialni modifikaci; takzZe jako vysledek mame:
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Sémantikou pro dany vyrokovy jazyk nazveme soubor mnoZzin, z nichz kazda
ma podmnozinu vyznacenych prvka a navic je na ni pro kazdy operator O tohoto
jazyka definovana funkce s odpovidajici aritou. Interpretaci tohoto jazyka
nazveme kazdé pfifazeni prvkl nékteré z téchto mnozin vyrokiim takové, Ze pro
kazdy operdtor O a pro kazdé vyroky A, .., A, plati|O(As,...A)| =
O*( A || yeees " A, || ), kde o} je ta funkce, ktera je na piislusné mnoziné definova-
na pro operator O. Vyrok nazveme tautologii, piifazuje-li mu kazda interpretace
néjaky vyznaceny prvek.

7Zda se vSak, Ze v této podobé se tato definice stava jiz ponékud nepichled-
nou; a ze by se vyplatilo vybudovat néjaky piesnéjsi pojmovy aparat. Budovat
ho ale nastésti nemusime — poskytuje nam ho totiz algebra.

7.2 Algebraicka formulace
Nejprve uved'me definice nékterych algebraickych pojmu:

Algebrou nazgvame uspofddanou dvojici 2 = <N,<Q">;.,,>, kde N je
mnoZina a pro kazdé iel je O;" n;-arni funkci z N do N (kde n; > 0); mnoZinu N
nazyvame nosicem (2a prvky souboru <O;">;_, operacemi £2.

Jsou-li 2= <N,<Q;">;.> a 2 = <N',<0"">;_,;> algebry, pak funkci f z N do
N’ nazveme homomorfismem 2 do (2, jestlize pro kazdé iel a kazdé prvky
ay, ..., a, N plati f(O;"(ay,...,an)) = O4"(f(ay),..., f(an,)).

Je ziejmé, ze vyrokovy jazyk je z naSeho pohledu algebrou: jeji nosi¢ je
tvofen vyroky a operace jsou dany logickymi operatory: tak naptiklad operatoru
A odpovida operace, ktera z vyroku A a B vyrobi vyrok AAB. Také hodnoty,
které vyrokiim pfifazujeme v ramci sémantiky, vSak tvofi algebru: tak napiiklad
v ptipadé¢ KVP je to algebra s nosi¢em {P,N} a s operacemi danymi pravdivost-
nimi tabulkami pro jednotlivé operatory; zatimco naptiklad v piipadé MVP-S5
mame algebry s nosi¢i tvofenymi vSemi podmnozinami jakékoli vychozi
mnoziny (,moznych svéti‘) a s operacemi, jako je prunik, sjednoceni, doplnék
atd. Sémanticka interpretace je pfitom homomorfismem algebry tvofené
jazykem do algebry tvofené hodnotami — podminka vyjadiena v definici
homomorfismu totiz neni ni¢im jinym neZz tim, co jsme vySe nazvali kompozici-
onalitou.
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Sémantickd interpretace vSak nemtze byt pouhym homomorfismem -
potfebujeme totiZ, aby nam sémantika vymezovala mnoZzinu tautologii, a proto
potfebujeme mit mezi hodnotami (to jest prvky nosi¢e algebry hodnot) né&jaké
vyznacené. Algebru s vyznacenou podmnozinou svého nosice budeme nazyvat
matrici:

Matrici nazveme uspoifadanou dvojici <€, V>, kde 2 je algebra a V
neprazdna podmnozina nosice (2. Prvkim V budeme fikat vyznacené prvky
matrice. Matrici nazveme jednoduchou, ma-li V pravé jeden prvek. Je-li 2
algebra a ¥=<«2, V> matrice, pak fekneme, 7e homomorfismus H z 2 do
verifikuje podmnoZinu M nosice €2, jestlize H(x)eV pro kazdy xeM; fekneme,
Ze tuto mnoZinu charakterizuje, jestlize H(x) eV pravé tehdy, kdyz xeM. JestliZe
mnozinu M verifikuje (charakterizuje) kazdy homomorfismus 2 do (2, pak
fekneme, Ze mnozinu M verifikuje (charakterizuje) matrice ¥.

Nyni mizeme konstatovat, ze sémantika jazyka je obecn¢ dana néjakym
souborem matric — interpretaci je pak prosté jakykoli homomorfismus jazyka do
kterékoli z nich. V ptipadé¢ KVP se jedna o soubor s jedinym prvkem, totiz
matrici tvofenou Boolovou algebrou pravdivostnich hodnot P a N s vyznacenym
prvkem P. V piipadé sémantiky S5 vSak mé tento soubor vice nez jediny prvek,
ma jich dokonce nekone¢né mnoho: patii do néj kazda matrice tvofena algebrou
podmnozin n&jaké mnoZiny M (jejimi operacemi jsou dopln€k, prunik,
sjednoceni, operace, kterd dvéma mnozinam piitadi sjednoceni dopliiku té prvni
s tou druhou, a operace zobrazujici celou mnoZinu N samu na sebe a kazdou jeji
vlastni podmnoZinu na &) s univerzalni podmnoZinou jako jedinym vyznacenym
prvkem.

7.3 Zakladni ,pfirozena sémantika‘

Nyni si muZzeme polozit otazku: existuje pro jakoukoli axiomatiku sémantika,
kterd by vedla k mnoZin¢ tautologii splyvajici s mnoZzinou teorémii?

Nez se dostaneme k této otazce, poloZzme si otdzku jednodussi: existuje pro
kazdou mnozinu vyroki daného jazyka matrice a homomorfismus do této
matrice, ktery charakterizuje pravé tuto mnozinu? Pozitivni odpovéd’ na ni je
ziejmé zcela trivialni: Je-li totiz J vyrokovy jazyk a M mnozina vyroku J, je
<J,M> ziejmé matrice a identické zobrazeni J na sebe sama (které je samoziejmé
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homomorfismem) charakterizuje M. Od ni se ale miZzeme pfirozenou cestou
dostat k méng trivialnim matricim.

Mé&jme nyni na J n&jakou axiomatiku. Rekneme, Ze dva vyroky A a B jsou
vzhledem K ni inferencné ekvivalentni, a budeme to zapisovat jako A = B, je-li A
odvoditelny z B a B odvoditelny z A. Reknéme, Ze A a B jsou vzhledem k této
axiomatice inferencné intersubstitutivni, A = B, je-li kazdy vyrok C inferen¢né
ekvivalentni vyroku, ktery z C vznikne, kdyz v ném néktery vyskyt A nahradime
B. Je ziejmé, ze vyroky, které jsou inferen¢né intersubstitutivni, jsou z hlediska
uvazované axiomatiky, a tedy i z hlediska sémantiky, ktera by ji byla pfimétena,
nerozliSitelné; v ramci sémantické interpretace bychom tedy méli vSechny
inferen¢né intersubstitutivni vyroky ztotoznit.

Definujme nejprve obecny pojmovy aparat pro piechod od dané algebry (¢i
matrice), na které je zadana né&jaka ,relace nerozlisitelnosti® (takova relace musi
byt ziejmé ekvivalenci, ale soufasné musi i ,respektovat strukturu‘ vychozi
algebry), k algebie (¢i matrici), v jejimz ramci jsou takto ,nerozliSitelné® prvky
ztotoZnény:

Binarni relaci R na nosi¢i algebry 2= <N,<O;">;.;> nazveme kongruenci,
je-li ekvivalenci (to jest je-li reflexivni, symetricka a tranzitivni) a jestlize pro
kazdou O;" a kazdé prvky ay, ..., an, &1, ..., @y €N takové, Ze a;Ray’, ..., a,Ray/,
plati O"i(ay,....an) R Oi"(ay',....a,). Faktorovou algebru 2 podle R, @R,
definujeme jako <N/R,<Q"/R >;.; >, kde N/R je mnozina ekvivalenénich tfid
prvka N podle R a O"/R([ay].....[as]) = [Oi" (ay,...,an;)] pro viechny prvky ay, ...,
aneN (kde [a] je ta ekvivalencni tfida podle R, do které patii a). (Korektnost
této definice je dana tim, Ze R je kongruenci.) Prirozenym homomorfismem €2 do
QOIR, Hg, pak nazveme zobrazeni, které kazdému prvku a nosice £2 piifadi prvek
[a] nosice 2/R. Projekci dané podmnoZiny M nosi¢e (R na nosi¢ 2 pak
nazveme mnozinu vSech prvkd nosi¢e (2, které patii do né&jakého prvku M
(jinymi slovy sjednoceni v§ech ekvivalencnich tfid, které tvoti M).

Je-li ¥ = <QV> matrice a R kongruence na (2, pak faktorovou matrici ¥
podle R, ¥R, definujeme jako <«IR,V[R]>, kde V[R] je mnoZina vSech prvki
nosice (R, které maji neprazdny prinik s V. Pro kaZzdou kongruenci R na £2 pak
zfejme plati, ze V je verifikovana pfirozenym homomorfismem do pfislusné
faktorové matrice podle R; a mé-li V tu vlastnost, Ze pro zadné dva prvky nosice
£, které jsou v relaci R, neplati, Ze jeden z nich patii do V a druhy nikoli
(takovou mnoZinu budeme nazyvat uzavienou na R), pak tento pfirozeny
homomorfismus charakterizuje V.
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Vratme se tedy k matrici tvofené jazykem J a mnozinou vyrokd M. Je
ziejmé, ze je-li O n-&rni operator J, pak pro viechny vyroky Ay, ..., Ay, A/, .. AY
takové, Ze Ay = A/, ..., AL = A/, musi platit O(Ay,...,A) = O(A/,...,A)) — to jest
inferen¢ni intersubstitutivita je kongruenci na J. Vytvotime-li tedy matrici <J/=,
M[z]>, pak piirozeny homomorfismus H. z J do J/= verifikuje vSechny prvky
M; a je-li M uzaviena na =, pak M dokonce charakterizuje. Specialné, je-li M
mnozinou vSech teorémi, pak je uzaviena na = (plati totiz, Ze A = B implikuje A
= B, auzavfenost na inferencni ekvivalenci tedy implikuje uzavienost na
inferenéni intersubstitutivitu, a M je jisté uzaviena na inferen¢ni ekvivalenci)
a H. tedy charakterizuje M.

Pro kazdy vyrokovy jazyk s jakoukoli axiomatikou tedy mame uréitou
matrici a ur¢ity homomofismus do této matrice, ktery charakterizuje mnozinu
vSech teorémil (budeme zkracené fikat, Ze tento homomorfismus charakterizuje
ptislusnou axiomatiku). Ukazeme nyni, Ze mnozina teorémt je charakterizovana
nikoli jenom timto, ale jakymkoli homomorfismem do této matrice — to jest Ze
mnozina teorému je charakterizovana ptimo matrici <J/=, M[z]>. K tomu ale
potfebujeme jesté nékolik dalsich definic.

Algebru <N,<Q;">;.;> nazveme konecné generovanou, existuje-li kone¢na
podmnoZina X mnoZiny N, jejiZz prvky nejsou hodnotami Zadné z jejich operaci
a ze které je mozné cely nosi¢ N dostat opakovanym aplikovanim operaci.
(Presnéji: Je-li aeX, pak pro Zadnou operaci O a Zadné ai, ..., a,eN neplati
O(ay,...an) = @; a N je nejmensi z mnozin, které obsahuji X a pro které¢ soucasné
plati, Ze kdykoli obsahuji ai, ..., a,, pak pro kazdou n-arni operaci O obsahuji
i O(ay,...,an).) Konecné generovanou algebru nazveme (absolutné) volnou,
jestlize O(ay,...,a,) = O'(ay,...,an") mize pro néjaké operace O a O’ a pro né&jaké
prvky ay, ..., @, &', ..., &y’ jejiho nosice nastat jeding tehdy, kdyz je O totozna
sO,n=maa;=a;, .., a,=ay.

Je zfejmé, ze jazyky, jak jsme tento pojem chapali v této knize, jsou volnymi
algebrami (generovanymi svymi atomickymi vyroky). Soucasné plati, Ze
mnozina vSech teorémi jakékoli axiomatiky (alespori jak jsme pojem axiomatiky
chépali v této knize) je vzdy ,strukturalni* — axiomy i odvozovaci pravidla jsou
specifikovany Cisté prostfednictvim schémat. To jinymi slovy znamend, Ze
nahradime-li v jakémkoli teorému jeho atomické podvyroky jakymikoli jinymi
vyroky (pfi¢emz totozné atomické podvyroky nahrazujeme totoznymi vyroky),
nutné musime dostat zase teorém. Definujme nyni pojmy substituce a struktural-
ni mnoziny vyroki presngji:
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Substitu¢nim jadrem na jazyce J nazveme funkci, kterd kazdému atomickému
vyroku jazyka J ptifazuje né&jaky vyrok jazyka J. Je-li S substitu¢nim jadrem,
pak substituci indukovanou S nazveme funkci S, ktera kazdému vyroku J
ptifazuje vyrok J podle nasledujiciho predpisu:

() je;li A atomicky, pak S**(A) = S(e\); a
(ii) S (O(As,....An)) = O(S (A1),..., S (An)).

Tato definice je korektni pravé proto, ze J je volnou algebrou. Substituce je
ziejme& homomorfismem J do sebe sama.

Nazvéme nyni mnozinu vyroka M strukturdlni, je-li uzaviena na substituce
v tom smyslu, Ze kdykoli obsahuje vyrok A, pak pro kaZdou substituci S
obsahuje i S'(A). Plati, Ze je-li M strukturalni, pak je verifikovana kazdym
homomorfismem do <J/R, M[R]>, kde R je jakakoli kongruence na J. To se
ukéZe nasledujicim zpusobem. Bud® H homomorfismus J do <J/R, M[R]>.
UkéaZeme, Ze existuje substituce S” tak, Ze pro kazdy vyrok A plati

H(A) = Hr(S"(A)).

A protoZe ze strukturalnosti M plyne, e AeM implikuje S"(A)eM, plati pro
kazdy AeM, Ze

Hr(S"(A)) eMIR],
a AeM tedy implikuje H(A)eM[R].

To, Ze existuje substituce S tak, Ze pro kazdy vyrok A plati H(A) = Hx(S"(A)),
ukazeme indukci. Hg je ziejmé zobrazenim na nosi¢ J/R, to jest pro kazdy prvek
A nosice JIR existuje né&jaky prvek A’ nosice J tak, Ze

Hr(A") = A.

Bud’ tedy S substitu¢ni jadro takové, Ze pro kazdy atomicky vyrok A je S(A)
né&jakym vyrokem, pro ktery

Hr(S(A)) = H(A).

Indukci ukazeme, Ze hledand substituce je indukovana S. Je-li A = O(Ay,...,An),
pak, protoZe H je homomorfismus, plati
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H(A) = H(O(Ay,...,A)) = O'(H(A)...., H(AY),

kde O" je operace algebry J/R odpovidajici operaci O algebry J. To ale podle
indukéniho ptfedpokladu znamena, ze

H(A) = O"(Ha(S (A1)),..., Ha(S"(An))),

a protoZe i Hg je homomorfismus, plyne z tohoto dale, Ze
H(A) = Hr(O(S (A1), S"(A)))-

S pouzitim definice substituce dostavame
H(A) = Hr(S (O(A,..., An))) = Hr(S (A)).

Je-li tedy mnoZina M strukturalni a uzaviena na R, pak je charakterizovana
matrici <J/R, M[R]>. Jak jsme totiZ pravé vidéli, kazdy prvek M je v takovém
ptipadé¢ verifikovan kazdym homomorfismem do této matrice; a soucasné vime,
ze piirozeny homomorfismus J do <J/R, M[R]> neverifikuje Zadny jiny vyrok
nez prvek M. Vyrok tedy patii do M tehdy a jen tehdy, kdyZ je verifikovan
kazdym homomorfismem do <J/R, M[R]>. Vezméme nyni za M mnoZinu v3ech
teorému néjaké dané axiomatiky. Protoze, jak jsme fekli, tato mnozina bude také
strukturalni, bude i ona charakterizovana pfislu§nou matrici — v tomto pfipad¢ to
ziejmé bude matrice <J/=, M[=]>. Rikejme této matrici Lindenbaumova matrice
pro danou axiomatiku.

Zda se, ze Lindenbaumova matrice pro danou axiomatiku, a specialné
ptirozeny homomorfismus do ni, tvofi pro tuto axiomatiku jakousi ,pfirozenou
sémantiku — vyrok je totiz verifikovan kazdym homomorfismem do této matrice
pravé tehdy, kdyz je teorémem. Mohlo by se tedy zdat, ze pro jakoukoli
(strukturalni) axiomatiku umime trividlné vytvotit sémantiku, vzhledem ke které
je tato axiomatika korektni a Uplna. Skute¢nost je vSak takova, Ze v dusledku
toho, jakymi zptisoby byl pojem sémantiky historicky pro jednotlivé vyrokové
pocty vymezovan, neni pro nékteré jazyky homomorfismus do pfislusné
Lindenbaumovy algebry legitimni sémantickou interpretaci. Neni tomu tak
napiiklad v pripadé¢ KVP: interpretace jazyka KVP je definovana jako homo-
morfismus do dvouprvkové matrice, zatimco nosié¢ jeho Lindenbaumovy matrice



J. Peregrin: Logika a logiky 157

mé tolik prvka, kolik je ekvivalen¢nich ti¥id vyroktt KVP podle =; a téch je
rozhodné vice nez dvé. (Dale uvidime, proc tomu tak je.)

Muze nas také zajimat, kdy ma Lindenbaumova matrice jenom jeden a kdy
mé vice vyznadenych prvki. Rikejme axiomatice nejvy3e intenzionalni, jestlize
pro kazdé dva vyroky A a B z A =B plyne A = B (to jest kazdé dva inferenéné
ekvivalentni vyroky jsou také inferencn€ intersubstitutivni); a nazyvejme ji
hyperintenzionalni, neni-li nejvyse intenzionalni. Plati, Ze pro nejvySe intenzio-
nalni axiomatiky je Lindenbaumova matrice zarucené jednoducha, to jest ma
jediny vyznaceny prvek. To plyne z faktu, Ze pro kazdé dva teorémy A a B
ziejmé plati A = B, a jestlize z toho plyne i A = B, pak teorémy musi tvofit
jedinou ekvivalen¢ni tfidu podle =.

KVP i MVP jsou, jak se snadno ukaze, nejvySe intenzionalni; piikladem
hyperintenzionalnich logik jsou pak SMVP.

7.4 Kripkovské verze ,pFirozené semantiky*

Pro jakykoli vyrokovy pocet tedy existuje ,pfirozend‘, lindenbaumovska
sémantika. Pro nékteré poCty ovSem existuje i varianta této sémantiky, ve které
jsou vyroky interpretovany podmnozinami néjaké dané mnoziny, na jejiz prvky
se pak mizeme divat jako na mozné svéty. To plati zejména pro KVP a pro
vSechny vyrokové pocCty, které jsou jeho nadstavbami.

Zptesnéme nyni definici Boolovy algebry, kterou jsme naznacili v oddile 4.2.
Algebru nazveme Boolovou, jsou-li mezi jejimi operacemi binarni operace sup,
inf, unarni operace com a nularni operace map a mip tak, Ze plati:

sup(x.y) = sup(y,x),

inf(x,y) = inf(y,x),

sup(x,sup(y,z)) = sup(sup(x,y),z),
inf(x,inf(y,z)) = inf(inf(x,y),2),
sup(x,x) = X,

inf(x,x) =X,

sup(x,inf(y,z)) = inf(sup(x,y),sup(x,z)),
inf(x,sup(y,z)) = sup(inf(x,y),inf(x,z)),
sup(x,map) = map,

inf(x,mip) = mip,

sup(x,com(x)) = map,

inf(x,com(x)) = mip.
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Lindenbaumova algebra pro KVP je ziejmé Boolova — sta¢i definovat

com([A]) = [-A],
sup([A],[B]) = [AvB],
inf([A].[B]) = [AAB],
mip = [AA—A],

map = [Av—-A].

To, Ze je tato definice korektni, vyplyva z toho, Ze relace = (ktera je pro KVP
totoZzna s =) je kongruenci. To, Ze takto definované operatory spliiuji klauzule
definice Boolovy algebry, je zalezitosti rutinniho ovéfeni.

PodmnoZinu M nosi¢e Boolovy algebry nazveme filtrem, jestliZe plati

(i) mipeM;
(ii) je-li xeM ayeM, pak inf(x,y)eM;
(iii) je-li xeM a sup(x,y)=y, pak yeM.

Filtr nazveme ultrafiltrem, je-li maximalni v tom smyslu, Ze neni vlastni ¢asti
Zadného filtru. Lze ukazat, Ze filtr je ultrafiltrem, pravé kdyz do né&j pro kazdy
prvek x nosice patii (prave) jeden prvek z dvojice X a com(x).

Algebru nazveme mnozinovou, je-li jeji nosi¢ tvofen podmnozinami néjaké
mnoZziny N a jsou-li mezi jejimi operacemi binarni operace sjednoceni a priniku,
unarni operace doplitkku a dvé nularni operace, z nichz jedna dava celou N
a druha prazdnou mnozinu. Snadno se ovéii, Ze kazda mnozinova algebra je
Boolova. Podle Stonovy véty ale naopak plati i to, Ze kazd4 Boolova algebra £2
je izomorfni s uré¢itou mnozinovou algebrou, konkrétné s algebrou, jejiz nosic je
tvofen mnozinami ultrafiltr €2. Pfitom, jak lze ukazat, existuje v ptipadé KVP
vzajemné jednoznaéné zobrazeni mezi ultrafiltry jeho Lindenbaumovy algebry
a maximalnimi axiomaticky konzistentnimi teoriemi — mnozina vyroku je totiz
projekeci (to jest sjednocenim prvki) ultrafiltru pravé tehdy, kdyZ je to maximal-
ni axiomaticky konzistentni teorie (mk-teorie).

Abychom to ukazali, v§imnéme si, ze A je v KVP odvoditelny z A, ..., A,
prave tehdy, kdyz je

sup(inf([Ad], ..., [A]).[A]) = [A]

(kde inf([A4], ..., [An]) je zkratka za inf([A], inf([Ad, ..., Inf([An1], [Ad])-.)- A je
totiZz odvoditelny z A, ..., A, pravé tehdy, kdyz je vyrok (A;—...(A—A)...),
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a potazmo i jemu ekvivalentni vyrok (Aia...AA))—A, teorémem. To ovsem
nastava pravé tehdy, kdyz je teorémem vyrok —(A;A..AA)VA, a tedy kdyZz
v prislusné Lindenbaumov¢ algebie plati

map = [—(AA...AA)VA] = sup([—(A...AADLTAD
= sup(com(inf([Ad], ..., [An])), [AD).

A protoze v Boolové algebie plati, ze sup(com(x),y) = map prave tehdy, kdyz

sup(x,y) =,

je A je odvoditelny z Ay, ..., A, pravé tehdy, kdyz

sup(inf([Aq], ..., [An]), [AD) = [Al.

Pomoci tohoto vysledku je snadné ukazat, Ze podmnoZina M nosice
Lindenbaumovy algebry spliiuje (ii) a (iii) pravé tehdy, kdyz je jeji projekce na
jazyk KVP teorii, to jest kdyZ obsahuje kazdy vyrok, ktery je z ni odvoditelny;
Ze je tedy filtrem (tj. spliuje (i)—(iii)) pravé tehdy, kdyz je jeji projekce
konzistentni teorii; a Ze je ultrafiltrem, pravé kdyz je jeji projekce mk-teorii. Pro
KVP tedy existuje i1 kripkovska, tj. ,moznosvétova® varianta ,pfirozené
sémantiky*, pii které jsou vyroky interpretovany podmnozinami urcité mnoziny,
totiz mnoziny mk-teorii KVP. Mk-teorie tak v tomto smyslu tvofi ,pfirozené
mozné svéty* KVP.

Analogicky existuje kripkovska varianta pfirozené sémantiky i pro kazdou
logiku, kterd je nadstavbou KVP (v tom smyslu, Ze ma za teorémy vSechny
teorémy KVP) — i jeji Lindenbaumova matrice je totiz izomorfni s matrici
tvofenou mnozinami mk-teorii této logiky. V pfipadé hyperintenzionalni logiky
ovSsem nebude vyznaena pouze mnozina totozna s celym univerzem, ale
i nékteré dalsi.

V pripadé¢ logik, které nejsou nadstavbami KVP (to jest neplati v nich
vSechny axiomy nebo odvozovaci pravidla KVP), nebude Lindenbaumova
algebra Boolova; piesto vSak lze nékdy najit néjakou jeji kripkovskou (tj.
mnoZinovou) reprezentaci — jak jsme vidéli na piikladé IVP a RVP.
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7.5 Od ,kripkovské‘ k ,pravdivostné-hodnotové‘ sémantice

Konstrukce kripkovské varianty ,pfirozené sémantiky, kterou jsme prave
predvedli, se opira o fakt, ze vyrok je teorémem prave tehdy, kdyz patii do kazdé
mk-teorie. Tento fakt nas ale miize vést i k tvaham o dal§im druhu sémantiky.

Je-li M mnozina vyroku jazyka J, pak jeji charakteristickou funkci nazveme
funkci, kterd kazdému prvku M ptitazuje pravdivostni hodnotu P a kazdému
jinému vyroku J hodnotu N. Vyrok je tedy teorémem, piifazuje-li mu charak-
teristick& funkce kazdé mk-teorie hodnotu P — kdyby tedy bylo mozZné povaZovat
za interpretace piimo tyto charakteristické funkce, méli bychom sémantiku
S nesrovnatelné jednodu3$im souborem hodnot, neZ jsou mnoziny moznych
svétl — totiz se souborem tvofenym pouhou dvojici pravdivostnich hodnot.

Co by nam mohlo zabranit v tom, abychom tyto charakteristické funkce za
interpretace prosté prohlasili? To, Ze by nebyly ,kompozicionalni‘ — to jest Ze by
to nebyly homomorfismy do Z&dné algebry s nosi¢em {P,N}. (Jinymi slovy Ze
by pro néktery operator nebylo obecné¢ mozné ,spocitat® pravdivostni hodnotu
vyroku vytvoreného pomoci tohoto operatoru z pravdivostnich hodnot jeho
slozek.)

My vime, ze v piipadé KVP tyto funkce kompozicionalni jsou — pro kazdy
operator mame pravdivostni tabulku. V piipadé KVP tedy muzeme k ,pravdi-
vostné-hodnotové sémantice* skuteéné prejit — a tak dostdvame pravé tu séman-
tiku, ktera je pro tento pocet normalné¢ brana za standardni. Fakt denotacni
nasycenosti KVP nam dale fika, Ze totéZ nemuize platit pro zadny jiny vyrokovy
pocet, ktery ma byt od KVP netrividlné odlisny.

Jak to tedy bude s pocty jinymi nez KVP? Vime, Ze ne pro kazdou z nami
uvazovanych logik plati, Ze mnozina jejich teorému tvori pravé prunik souboru
vSech mKk-teorii (v dikazu tohoto faktu pro KVP jsme pouzili teorém [11], ktery
nemusi byt teorémem jinych logik). Co vSak pro kazdou plati, je to, Ze mnozina
teorému tvofi prinik souboru viibec vSech teorii; a pro nékteré logiky lze tento
soubor dale prihodné zredukovat (tak naptiklad v ramci IVP se Ize, jak jsme
vidéli, omezit na pk-teorie).

Neslo by pak charakteristické funkce takovych teorii né&jakym zptisobem
,kompozicionalizovat* (to jest udélat z nich homomorfismy)? Vezméme IVP:
abychom pro kazdou pk-teorii dostali funkci, ktera vSem jejim prvkam ptifazuje
vyznacenou hodnotu a je pfitom kompoziciondlni, musely by mit tyto funkce
(jak ukézal Godel) nekone¢ny pocet hodnot — a to znamena, Ze bychom takovym
zpusobem nedostali sémantiku, ktera by byla jednodus$si nez vychozi linden-
baumovska sémantika ¢i jeji kripkovska verze. Podobné je tomu i s MVP.
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Na druhé stran¢ vSak existuji logiky, ve kterych sice nevysta¢ime se dvéma
hodnotami, ale nepotfebujeme jich nekonecné mnoho. Napiiklad pro 3VP-L
(Oddil 3.4) plati, Ze mnozina teorému tvoii prinik souboru vSech takovych
teorii, které pro kazdy vyrok A obsahuji pravé jeden z trojice vyroku A, —A
a —(Av—A). Charakteristicka funkce takové teorie oviem neni kompozicionalni
— napiiklad to, zda pfitazuje P vyroku —(Av—A), zjevné neni jednoznaéné
uréeno tim, zda ptifazuje P vyroku A. Pro takovou teorii ale mizeme definovat
jakousi ,kvazicharakteristickou‘ funkci, ktera kompozicionalni je: funkci
ptifazujici P pravé vSem jejim prvkaim, avSak nepfifazujici vSem ostatnim N,
nybrz nékterym z nich X. Z pfislusné charakteristické funkce tedy dokazeme
udélat homomorfismus rozsifenim oboru jejich hodnot o jeden prvek.

Pravdivostné-hodnotova sémantika je zajimava zejmeéna z hlediska logik,
u kterych vysta¢ime s mensim, konkrétnéji koneénym poc¢tem hodnot. K tako-
vym logikdm nepatii IVP ani MVP, patfi k nim vSak takové pocty, jako je
3VP-L.






Dodatek A. Prirozena dedukce a sekventovy pocet

Axiomaticky systém stanovuje, (i) co je z &eho odvoditelné a (ii) co je
teorémem. V ramci KVP jsou tyto dvé véci prevoditelné jedna na druhou: (a) A
je teorémem prave tehdy, kdyz je odvoditelny z prdzdné mnoziny; a (b) A je
odvoditelny z Ay, ..., A, pravé tehdy, kdyz je A;—>(...(A,—A)...) teorémem.
Nemusime se tedy prili§ pozastavovat nad tim, ktery z téchto dvou pojmli mame
vidét jako fundamentalné;si.

Formulace axiomatickych systémd, které jsme predkladali v této knize, byly
nicmén¢ zaloZeny na maximalizaci role axiomli a minimalizaci role pravidel. Jak
na to totiZz poukazal jiz Frege, mame-li pravidlo (mp) a plati-li véta o dedukci
(coz muizeme stanovit v ramci definice implikace), pak kazdé dalSi odvozovaci
pravidlo miizeme ptevést na teorém: mame-li pravidlo (P) odvozujici A z Ay, ...,
A,, muzeme kazdé jeho pouziti reinterpretovat jako pouZiti pravidla (mp) na
teorém A;—(...(An—A)...). To jest kazdy krok dukazu tvaru

m.A il, ey in, P
muzeme nahradit dvéma kroky:

m2. A ill L] im ml

To znamena, Ze viechno, co dokdZzeme pomoci pravidla (P), dokdZzeme i pomoci
piislusného axiomu a pravidla (mp).

Jak jsme ale na zacatku této knihy konstatovali, logika je predevSim véda
0 vyplyvani a potazmo o odvoditelnosti — nebylo by tedy rozumnéjsi se spiSe nez
na teorémy soustiedit pravé na relaci odvoditelnosti? (Pravda, z hlediska KVP
a nekterych dalSich logik mezi tim neni podstatny rozdil; tak tomu vSak neni
u kaZzdé logiky.) Z tohoto hlediska nas miZe zajimat naopak redukovatelnost
teorémi na odvozovaci pravidla. Existuje néjaka metoda podobné jednoducha
jako ta Fregova?

Piedstavme si, Ze mame zaruéeno, ze kdykoli je vyrok A odvoditelny z vyro-
ki Ag, ..., Ay, je A,—A odvoditelny z Ay, ..., Ay (jde o tu podstatnéjsi polovinu
véty o dedukci; druhou ndm dava (mp)). Pak mizeme ziejmé kterykoli axiom
tvaru A;—(...(A,—A)...) nahradit pravidlem A, ..., A, / A; protoZe z tohoto
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pravidla pak Ize snadno kdykoli zpatky ziskat nahrazovany axiom. Pfijmeme-li
tedy ,metapravidlo®

(ded) jestlize Ay, ..., An T A, pak Ay, ..., Ant [ Ai—A,

pak muzeme kazdy teorém tvaru A;—(...(A,—A)...) dostat jako ptimy disledek
pravidla Ay, ..., A/ A.

Predpokladejme tedy, Ze plati jak (mp), tak (ded). Pak mizeme, aniz bychom
tim zménili mnoZinu teorémd, piepsat axiomy KVP jako odvozovaci pravidla:

(1A, B/A,

(2") A->(B—C), A>B,A/C,
(3) AAB/A,

(4" AAB I B,

(57 A, B/ ArB,

(6" A/AVB,

(7)B/AVB,

(8" A»C,B—>C, AvB/C,
(9) A-B, A>—B/ A,
(10) ——A/A.

K tomu oviem musime pfipocitat i (mp) a (ded); aviak (1) a (2°) jsou na druhé
strané ziejmé redundantni (plati prosté v dasledku definice odvozovani a (mp)).
Namisto (ded) nam navic sta¢i jednodussi pravidlo

(ded’) jestlize A/ B, pak / A—B (tj. A—>B je teorémem).

Piedpokladejme totiz, Ze plati (3°)—(107), (mp) a (ded’); ukazeme, e pak nutng
plati i (ded). Pfedpokladejme, Ze Ay, ..., A,/ A. Pak, v disledku toho, Ze

(..(A1AAY)...AALD)AA, | Aipro kazZdé i=1, ..., n,
plati i
(---(Al/\AZ)---/\An—l)/\An [ A.

Takze v dasledku (ded") je teorémem
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(C..(ALAAY). . AALDAAD)—A.
Z ngj je vsak, jak lze snadno ukazat, odvoditelny
(((ArAAY)..AAL) > (AA),
takZe i ten musi byt teorémem. Z toho plyne, Ze
(-.(AinAY) . IAALL T An—A,
atudizi
Aq, .. A A—A.

To znamend, Ze jestlize Ay, ..., An /[ A, pak Ay, ..., Ans / Ai—A — a (ded) tedy
skutecné plati.

Provedme jesté¢ ve vysledném seznamu odvozovacich pravidel nékolik
vicemén¢ formalnich tprav:

(i) Zapisujme odvozovaci pravidla jako ,zlomky*‘, tak, Ze nad ¢aru piSeme
antecedent (vyroky, ze kterych se odvozuje) a pod ¢aru konsekvent (vyrok, ktery
se odvozuje). Napiiklad (5°) budeme zapisovat ve tvaru

AB
AAB

(ii) Piseme-i

[A]
B

jako zkratku za ,B je odvoditelny z A‘, mizeme (ded) uvést do tvaru

[A]
B

A—B
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Pak muzeme zfejmé také prepsat vSechny vyskyty implikace v antecedentech
odvozovacich pravidel, s vyjimkou (mp), tak, ze napiiklad namisto (8 ) budeme
mit

[A] [B]
C C AWB
C

(iii) Zavedeme novou, ,pomocnou‘ konstantu L, pro kterou bude platit

A-A

1
S jeji pomoci mizeme pravidlo (9°) ziejmé nahradit pravidlem

[A]
L
_|A

Tim dostavame systém tzv. pfirozené dedukce pro KVP, ktery navrhl Gentzen
(1934). Vsimnéme si, ze v kazdém z jeho pravidel se vyskytuje jenom jeden
logicky operator, a to vzdy bud’ jen nad ¢arou, nebo jenom pod ni. Pravidlu, ve
kterém se operator vyskytuje v antecedentu, se iikd eliminacni (odstrariujici)
pravidlo pro tento operator (nebo pravidlo typu E), zatimco to, ve kterém se
operator vyskytuje v konsekventu, se nazyva introdukcéni (zavadéci, nebo
pravidlo typu I):

(Al) AB (AE1) AAB (AE2) AAB
AnB A B
[A] [B]
(Vi) _A_ (Vi) _B_ (V) € C AVB
AvB AvB C
[A]
(=) _B_ (—E) AA-B

A—B B
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[A]
=) L (—E1) A A (—E2) =—A
—A 1 A

Systémy pfirozené dedukce samoziejmé existuji i pro jiné logické systémy, nez
je KVP. Tak naptiiklad systém pro IVP ziskdme prosté tak, ze vySkrtneme
pravidlo (—E;). Systémy pfirozené dedukce pro dalsi typy vyrokovych pocth
jsou obvykle komplikovanéjsi, protoze musi pracovat s riznymi omezenimi na
typy dedukci, které se mohou vyskytovat v antecedentech odvozovacich pravidel
(viz Prawitz, 1965).

Na systémy piirozené dedukce se ovS§em mizeme divat i jako na svého druhu
axiomatické systémy: systémy, v nichz v8ak nejde o odvozovani vyroki, ale
ptipad odvozeni. Na takové myslence je zalozen tzv. sekventovy pocet, ktery
pochazi stejné jako piirozena dedukce od Gentzena. Sekventem se zde v pod-
staté¢ rozumi jednotlivy ptipad odvozeni, jako je AB / AAB. Gentzen oviem
zavadi jako zobecnéni standardniho vztahu odvozovani vztah =, ktery spojuje
kone¢nou posloupnost vyrokl nikoli s jednotlivym vyrokem, ale opét s konec-
nou posloupnosti vyrokl; vysledné sekventy je pak tieba &ist jako Jestlize jsou
pravdivé viechny vyroky v antecedentu, pak je pravdivy alespor jeden z vyrokii
v konsekventu. (Sekvent A4, ..., A, = By, ..., B, je tedy platny pravé tehdy, kdyz
je vyrok (Aia...AA)) — (Bpv...vB,) tautologii KVP.) Platnym sekventem KVP
tedy bude napiiklad

A= AB
nebo
= A—A.
Systém, ke kterému se Gentzen dopracoval, m4 jediny axiom, a sice
A=A

a nésledujici odvozovaci pravidla (X, Y a Z zde zastupuji libovolné koneéné
posloupnosti vyrokd, A a B vyroky):
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AX=B C=XD

A, C=B,D
X=Y X=Y
X=Y,A X, A=Y
X=VY, 72,7 X2, Z=Y
X=VY,Z X, Z=Y
X=Y,ABZ X,AB,Z=>Y
X=Y,BAZ X,BAZ=Y
X, AAB=>Y X=Y,A X=VY,B
X, ANB=Y X=Y, ArB
X=Y,A B X, A=Y X,B=Y
X=Y,AvB X,AvB =Y
X,A=Y,B X=Y,A X,B=Y
X=Y,A—>B X,A—->B=Y
X, A=Y X=Y,A
X=Y-A X—A=Y

Prvnim sedmi z téchto pravidel (to jest prvnimu a nasledujicim tfem dvojicim)
se fika strukturdlni; ostatni ustanovuji inferen¢ni vlastnosti jednotlivych
operatori. Lze ukazat, ze sekvent je v ramci tohoto poctu dokazatelny pravé
tehdy, kdyz je néktery z vyrok v jeho konsekventu odvoditelny z vyrokt v jeho
antecedentu v rdmci standardniho KVP (viz naptiklad Smullyan, 1968). Navic
1ze ukazat (a to byl Gentzentv kli¢ovy vysledek), Ze prvni pravidlo, tzv. pravidlo
rezu, je nadbytetné — cokoli Ize dokazat, lze dokazat i bez jeho pomoci.
Podrobnéji o sekventovém poétu viz Svejdar (2002, §1.4).



Dodatek B. Sémantické rozhodovaci stromy

Vime, Ze rozhodnout, zda je dany vyrok KVP tautologii (a tudiZ i teorémem),
muzeme tak, Ze zkonstruujeme jeho pravdivostni tabulku. Existuje vSak i jina
rozhodovaci strategie, ktera muze byt nékdy efektivnéjsi. Vezméme vyrok

Predstavme si, Ze bychom chtéli zjistit, zda je to tautologie, tedy zda mu kazda
interpretace piifazuje hodnotu P. Udé€lame to tak, Ze se pokusime najit
interpretaci, ktera mu ptifazuje N.

Vyrok (*) ma ziejme hodnotu N prave tehdy, kdyz plati:

(1) AAB mé hodnotu P a —(—Av—B) hodnotu N. Pfitom

(2) AAB ma hodnotu P pravé tehdy, kdyz maji tuto hodnotu jak A, tak B;

(3) =(—Av—B) ma hodnotu N pravé tehdy, kdyz ma ——(—Av—B), a tudiz
i —Av—B, hodnotu P.

Vyrok (*) méa tedy hodnotu N tehdy a jen tehdy, kdyZ maji vyroky A, B
a—Av—B hodnotu P. Kdy ma ten posledni z nich hodnotu P? Tady méame
ziejme dvé alternativy:

(4) kdyz ma bud’ —A hodnotu P, nebo —B hodnotu P.

Shrnuto: uvazovany vyrok ma hodnotu N praveé tehdy, kdyz maji hodnotu P
vyroky A a B a soucasné ji ma i —A nebo —B (nebo, jinymi slovy, kdyZz maji
hodnotu P bud’ A, B a —A, nebo A, B a —B). Je ziejmé, Ze ani jedna z téchto dvou
moznosti nastat nemuze, takze uvazovany vyrok nemtize mit hodnotu N, a je
tedy tautologii.

Zatimco pti konstrukei pravdivostni tabulky prosté probirame vSechna mozna
ptifazeni pravdivostnich hodnot atomickym podvyrokiim daného vyroku, touto
metodou (kterou jako prvni zkoumal Beth, 1955) se cilené snaZime zkonstruovat
takové z nich, které by tento vyrok ucinilo nepravdivym. Najdeme-li né&jaké
takové, miizeme si usetfit praci s prochazenim téch zbyvajicich.

Posloupnost krokti, kterymi jsme se dobrali toho, Zze je (*) tautologie,
mizeme znazornit v podob¢ nasledujiciho ,stromového* grafu:
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1) (ArB)

() A

) B

(4) —A ’B

(*) je tautologii prave tehdy, neexistuje-li v tomto stromé ,vétev‘, jejiz vSechny
formule by mohly byt soucasné pravdivé. (,Vétvi‘ rozumime posloupnost
formuli vedouci od prvniho na posledni fadek, kterd si na rozcestich vybira
libovolnou z cest.) A takova vétev zfejmé neexistuje.

Obecna pravidla pro konstrukci takovychto rozhodovacich stromi (v litera-
tufe se jim fika semantic tableaux — to se v3ak plete se sémantickymi tabulkami
ve smyslu oddilu 2.3, takZe my zde pouzivame zcela jiny ndzev) spocivaji v tom,
Ze je pro kazdy vyrok, ktery neni atomicky ani neni negaci atomického vyroku,
a pro jeho negaci uvedeno to, ¢emu budeme fikat jeho rozpis, to je né&jaka
konstelace jeho podvyrokl nebo jejich negaci, kterou je tfeba k vytvarenému
stromu pfidat:

ArB —(AAB)
A /\
B —A -
—(AvB) AvB

d
™ >

] ]
> >
L @ > ]
o

>

y

o
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Konstrukce stromu pak probihd nasledujicim zplsobem. Vezmeme negaci
vychoziho vyroku, napiSeme ji na prvni fadek a pod ni napiSeme jeji rozpis. Pak
bereme postupné vyroky na nasledujicich fadcich a pro kazdy z nich napiSeme
jeho rozpis na konec stromu (pokud se tento strom nékde pod nim vétvi,
napiSeme rozpis na konec kazdé z téchto vétvi). Jakmile se nam v n&jaké vétvi
objevi atomicky vyrok i jeho negace, tuto vétev uzaviceme — napiSeme pod ni
kiizek a nebudeme v ni dale pokradovat. Timto zpusobem pokracujeme tak
dlouho, dokud nejsou vsechny vétve uzavieny a dokud existuji vyroky, které
jsme jesté nerozepsali. V prvnim ptipadé interpretace, ktera by ¢inila zkoumany
vyrok nepravdivym, neexistuje, a tento vyrok je tedy tautologii; v tom druhém
nam kazdd neuzaviend vétev definuje interpretaci, pii které je tento vyrok
nepravdivy.

Lze snadno ukazat, ze tato metoda vede ke spolehlivym vysledkim:
skon¢ime-li konstrukci stromu, aniz bychom vSechny vétve uzavreli, zkoumany
vyrok tautologii neni, zatimco jestlize se nam vSechny vétve uzaviou, tautologii
je. (Pozorny Ctenaf také jisté zaregistruje pribuznost mezi uvedenymi pravidly
a obracenymi pravidly Gentzenova sekvenéniho po¢tu uvedeného v piedchozim
dodatku.)

Tato metoda je ovSem ptimocate aplikovatelnd pouze na KVP (jehoZ vyroky
mohou nabyvat pouze dvé hodnoty). V modifikované podobé ji ale mizeme
aplikovat i na téméf kterykoli jiny vyrokovy pocet.

Predstavme si, Ze chceme zjistit, zda je tautologii napiiklad né&jaka formule
MVP-K, feknéme

(**) o(A—»B)—o(cA—oB).

Budeme hledat interpretaci a svér v rAmci této interpretace, ve kterém je tento
vyrok nepravdivy. Pfedpokladejme, Ze je pifi néjaké interpretaci nepravdivy
v mozném svété wi. Tak tomu je prave tehdy, kdyz

(1) je ve w; pravdivy o(A—B) a nepravdivy o(o A—oB). To opét plati pravé
tehdy, kdyz

(2) je v kazdém svété dosazitelném z w; pravdivy A—B (takovy svét ale
(zatim?) Z&dny nemame, takZe toto plati automaticky); a

(3) existuje-li svét w; dosazitelny z w;, ve kterém je nepravdivig A—oB;
vzhledem ke (2) v8ak musi platit, Ze

(2") A—B je pravdivy ve w;, a tudiz Ze
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(4) ve w; je bud’ nepravdivy A, nebo pravdivy B.

(5) oA—oB je ve w; nepravdivy pravé tehdy, kdyz je v ném pravdivip A
a nepravdivy oB, coz nastava pravé tehdy, kdyz

(6) A je pravdivy v kazdém mozném svété dosazitelném z w; (zatim Zadny
takovy nemame); a

(7) existuje svét wy dosazitelny z w;j, ve kterém je nepravdivy B; coz pak
ovsem vzhledem k (6) vyZaduje, aby

(6") A byl pravdivy ve w.

V podob¢ stromu to miizeme zapsat ndsledovneé:

—(0(A—>B)—o(cA—oB)): w;

(1) o(A—>B): w;

(1) —0(cA—0B): w;

(3) W;j R W;

3) —(0A—0B): w;

2 A>B:w;
/\

(4) —A: W; B:w;

(5) DA: W, DA: W;

(6) —0B: w; —0OB: w;

(7) W; R Wy Wj R Wy

@) —B: w —B: w

(6" Al Wy A Wy

Ani jedna z obou vétvi tohoto stromu neni uzaviena (coz v ptipad¢ tabulek pro
modalni logiku ov8em znamend, Ze neobsahuje Zadnou formuli spolu s jeji
negaci vztazenymi k témuz svétu). Kazda z téchto vétvi tedy vymezuje interpre-
taci, pii které je (**) nepravdivy ve svété w;. V pripadé prvni vétve jde
0 interpretaci se svéty Wi, W; a Wy, takovymi, Ze w; je dosazitelny z w; a w je
dosazitelny z w;, a ze ve w; je nepravdivy A a ve wy je pravdivy A a nepravdivy
B; graficky

O—»0O0—»0O
Wi W; Wy
—A A, —B
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V ptipadé druhé vétve jde o tentyz ramec s tim, Ze ve W; je pravdivy B a ve w; je
opét pravdivy A a nepravdivy B:

O—>O0—»O0
Wi W; Wy
B A, —B

Pravidla pro rozpis modalnich formuli MVP-K mizeme obecné formulovat
nasledovné:

oA w; =oAL W,
wi Rw; Wi R w;
Al w; —A: W;

Prvni z téchto pravidel se od téch, ktera jsme dosud probirali, 1i§i tim, Ze v ném
rozepisujeme dva tradky (tfadek pod Carou piidavame na konec stromu pro
kazdou dvojici tadkd tvaru uvedené¢ho nad Carou). Druhé tika, ze —DA: w;
rozepiSeme jako w; R w; (kde za j bereme index, ktery se dosud ve stromé
nevyskytuje) plus —A: w;.

Pravidla pro konstrukci sémantickych tabulek pro celou fadu dalsich vyro-
kovych logik probira Priest (2001).






Dodatek C. Substrukturalni logiky

V Oddile 2.2 jsme definovali pojem dokazovani (odvozovani) jako pojem, ktery
je ,externi‘ jednotlivym logickym systémim v tom smyslu, Ze jeho definice
zustava pro vSechny logiky stejnd. V ramci KVP jsme pak prostfednictvim
dikazu véty o dedukci ukazali, Ze se tento pojem v jistém smyslu kryje s poj-
mem implikace, ktery je ovSem ,interni‘ — alternativni logiky ho mohou
modifikovat. V disledku toho pro vétSinu alternativnich logik prestdva véta
o0 dedukci platit — tyto logiky sviij pojem implikace modifikuji tak, Ze se prestava
s pojmem odvozovani kryt.

Naskytd se ale otazka, zda je chapani odvozovani jako externiho pojmu
rozumné: nemély by mit alternativni logiky moZnost vymezovat alternativné
I tento pojem? Neméli bychom jako externi fakt chapat spiSe vétu o dedukci
a logikdm ponechat moznost definovat sviij vlastni pojem odvozeni tak, aby se
kryl s jejich pojmem implikace (tedy aby platilo, Ze A je podle dané logiky
odvoditelny z Ay, ..., A, pravé tehdy, kdyz je vyrok A;—(...(A,—A)...) teorémem
této logiky)?

Na cesté¢ ke svému sekventovému poctu (Dodatek A) Gentzen ukazal, Ze
klasickou relaci odvoditelnosti je mozné na obecné roving vidét jako relaci mezi
koneénymi posloupnostmi vyrokii a vyroky charakterizovanou nasledujicimi
principy (X, Y a Z reprezentuji kone¢né posloupnosti vyroki, A, B a C vyroky):

A=A

X, Y=8B
XAY =B

X, AAAY=B
XA Y=B

X,ABY=C
X,B,AY=C

X=>A YAZ=B
Y, X,Z=B
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Prvni z nich fika, ze kazdy vyrok je odvoditelny ze sebe sama. Druhému se
obvykle fika zeslabeni: ten konstatuje, Ze je-li vyrok odvoditelny z né&jaké
posloupnosti, pak je tim spiSe odvoditelny z jakéhokoli rozsifeni této posloup-
nosti. Tteti se nazyva kontrakce a fika, ze v posloupnosti, ze které je né&jaky
vyrok odvoditelny, sta¢i kazdy vyrok uvadét jenom jednou. Ctvrty, kterému se
iika permutace, konstatuje, Ze je-li vyrok odvoditelny z posloupnosti vyroki,
pak je odvoditelny i z jakékoli posloupnosti, ktera se sklada z tychz vyrok,
jenom v jiném potadi. (Kontrakce a permutace zarucuji, Ze odvozovani mizeme
chéapat jako vztah mezi mnozinami — a nikoli posloupnostmi — vyrokt a vyroky.)
Poslednim principem je tzv. fez: ten ustanovuje, Ze je-li A odvoditelny z X, pak
cokoli je odvoditelné z n&jaké posloupnosti obsahujici A, je stejné tak odvoditel-
né z téze posloupnosti, ktera ale na mist¢ A obsahuje X.

Tyto principy se (na rozdil od principti charakterizujicich jednotlivé logické
operatory) nazyvaji strukturalnimi charakteristikami odvozovani; a logiky, které
pracuji s relaci odvozeni, jez na nékterou z téchto charakteristik rezignuje, se
pak nazyvaji substrukturalnimi.

Vezméme napiiklad princip zeslabeni. Ten tika, ze je-li vyrok A odvoditelny
z n¢jaké mnoziny vyrokl, pak z ni nemiize prestat byt odvoditelny, kdyz do ni
néco ptidame. Vyrok AAB je naptiklad odvoditelny z A a B — tim spiSe je tedy
odvoditelny z A, B a C. V ur¢itém smyslu slova ,odvozeni‘ tomu ale tak neni: to,
z ¢eho AAB skutecné odvozujeme, jsou pouze A a B, takZe by nebylo tak zcela
nesmyslné tikat, Zze AAB je odvoditelny z A a B, av3ak nikoli z A, B a C. Takto je
naptiklad relace odvoditelnosti chapana v ramci relevanénich logik: A je
odvoditelny z A;, ..., A, jenom tehdy, kdyZ jsou Ay, ..., Ay v rdmci odvozeni
vSechny skute¢né netrivialnim zpusobem vyuzity, to jest kdyZ jsou z hlediska
odvozeni A skute¢né relevantni. Relace odvoditelnosti, ktera by odpovidala
relevanéni implikaci, by tedy nespliovala strukturalni princip zeslabeni.

Podrobnosti o substrukturalnich logikach je moZné najit ve sborniku Dosena
a Schrodera-Heistera (1993) a novéji v Restallové (2000) uéebnici.



Dodatek D. Prehled vlastnosti vybranych vyrokovych po¢ti

Klasicky vyrokovy pocet, KVP (Kapitola 2)
Piivodné formulovan: Fregem a dal$imi

Axiomaticky systém:
(1) A—>(B—A)
(2) (A—>(B—C))—>((A—>B)—>(A—C))
(3) (AAB)—>A
(4) (AAB)—B
(5) A—(B—~(AAB))
(6) A—>(AvB)
(7) B—>(AvB)
(8) (A—>C)—>((B—>C)—>((AvB)—C))
(9) (A—>B)—>((A—>—-B)—>—-A)

(10) =——A—>A
A A—>B/B
nebo
A—(B—A)
(A—>(B—C))—>((A—>B)—(A—>Q))
(=A>B)—>((=A>=B)>A))
A A—>B/B
Sémantika:
Interpretacemi jsou pfifazeni pravdivostnich hodnot P a N #{dici se tabulkami
A | B | AAB A | B |AvVB A | B | A>B
A |-A P | P P P | P P P P P
P [N PN N P [N P P | N N
N | P N | P N N | P P N | P P
N | N N N | N N N | N P

Vyznagenou hodnotou je P (takze vyrok je tautologii, pfifazuje-li mu kazda interpre-
tace P).

Siln¢ korektni a Gplny: ano

V¢éta o dedukei: plati
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Kompaktni: ano

Rozhodnutelny: ano

Prehled teorému, na které se v textu odkazuje:

[1] (A—>A)

[2] (A—>B)—((B—~>C)—(A—>C))
[3] (A—(B—C))—>(B—(A—>C))
[4] (A—>(A—B))—>(A—>B)

[5] Av—A

[6] —A—(A—>B)

[8] (A—>B)—>(—B—>—A)

[9] (-B—>—A)—>(A—B)

[10] (-A—>—B)—>((—-A—>B)—A)
[11] (A—>B)—((—-A—>B)—B)
[12] A—>(—-B—>—(A—B))

[13] —(A—>B)—>A

D Prehled vyrokovych poctu
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Intuicionisticky vyrekovy pocet, IVP (Oddily 3.2 a2 6.1)

Pivodné¢ formulovan: Kolmogorovem, Heytingem a dalSimi v axiomaticke
podob¢

Axiomaticky systém:
(1) A—>(B—A)
(2) (A—>(B—C))—((A—>B)—>(A—Q))
(3) (AAB)—>A
(4) (AAB)—B
(5) A—>(B—~(AAB))
(6) A—~(AvB)
(7) B—>(AvB)
(8) (A—>C)—((B—C)—((AvB)—C))
9) (A—>B)—>((A—>—-B)—>—-A)
(10) - A—>(A—>B)
A A—>B/B

Sémantika (Kripke):
Interpretacemi jsou piifazeni podmnozin mnoZiny moznych svétd, na které je
definovéna reflexivni a tranzitivni binarni relace dosaZitelnosti R, fidici se pravidly:
{w' |w R w' pro n&jaky we || A || He || A || pro kazdy atomicky vyrok A;
| A = tw|we]||A] pro kazdy w' takovy, Zew R w' };
[AA ] = twwe [A] awe &[]
|AVA"|| = {w|we A nebow el||A||};
|A—>A"|| = {w|w'e ||Al| nebo w'e||A"|| pro kazdy w’ takovy, ze w R w'}.

Vyznacenou hodnotou je mnozina vSech moznych sveth.

Siln¢ korektni a Gplny: ano
V¢éta o dedukei: plati
Kompaktni: ano

Rozhodnutelny: ano
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Piehled teorémii, na které se v textu odkazuje:

Literatura: Epstein (2001, Kapitola 7); Priest (2001, Kapitola 6); Svejdar (2002,
Kapitola 5.1); Gabbay a Guenthner (2002, Svazek 5).
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Lukasiewiczitv trojhodnotovy vyrokovy pocet, 3VP-L (Oddil 3.4)
Pavodné formulovan: Lukasiewiczem v sémantické podobé

Axiomaticky systém (Wajsberg):

A—(B—A)

(A—>B)—>((B—>C)—>(A—C))

(-A—>—-B)—>(B—A)

(A>=A)>A)>A

A A—>B/B

Sémantika:

Interpretacemi jsou ptifazeni hodnot P, N a X fidici se tabulkami

Al -A B B B

F’)N( ABBTXTN AVB IBTXTN|  |ABPTXTN

i\i P P[P|X]|N P[P|P|P P|P|X|N
AlX|X[X|N A [X|P|X|X A|X|P|P|X

N|N|[N|N N|P[X]|N N[P|P]|P

=

Vyznac¢enou hodnotou je
Siln¢ korektni a uplny: ano
Véta o dedukei: neplati pro —, avSak plati pro odvozeny operator —
Kompaktni: ano
Rozhodnutelny: ano

Literatura: Epstein (2001, Kapitola 8); Gabbay a Guenthner (2002, Svazek 2);
Gottwald (2000); Priest (2001, Kapitola 7).
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Lukasiewiczity fuzzy vyrokovy pocet, FVP-£ (Oddil 3.4)
Pavodné formulovan: Lukasiewiczem a Tarskim v sémantické podobé

Axiomaticky systém (Rose and Rosser):
A—(B—A)
(A—>B)—((B—>C)—>(A—C))
(-A—>—B)—>(B—A)
((A>B)—>B)—>((B—>A)—>A)
A A—>B/B

Sémantika:
Interpretacemi jsou ptifazeni ¢isel z intervalu <0,1> fidici se pravidly
[=All =1-1IA]:
[[AAA" || = min[| Al [|A )
[AvA]| =max([|AlL[lA]):
Aol =1 et JA] < 1]
= 1= (Al = 1A, jinak.
Vyznaéenou hodnotou je 1.

Siln¢ korektni a uplny: ne
Véta o dedukci: neplati
Kompaktni: ne
Rozhodnutelny: ano

Literatura: Epstein (2001, Kapitola 8); Gabbay a Guenthner (2002, Svazek 2);
Gottwald (2000); Hajek (1998); Priest (2001, Kapitola 11).
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Relevanéni vyrokovy pocéet RVP-B (Oddily 3.5 a 6.2)

Pivodné formulovan: Routleyem a spol. v sémantické i axiomatické podobé

Axiomaticky systém:
A—-A
A—(AvB)
B—(AvB)
(AAB)—A
(AAB)—B
(AA(BVC))—((AAB)V(AAC))
((A—>B)A(A—C))—>((A—(BAC))
((A—>C)A(B—C))—((AvB)—C)
A A—>B/B
A, B/AAB
A—B/(C—A)—(C—B)
A—B/(B—>C)—>(A—>C)

Sémantika:
Interpretacemi jsou pfifazeni podmnozin mnoziny moznych svétd. Tato mnoZina
muze obsahovat nestandardni mozné svéty a jsou na ni definovany (i) ternarni relace
R takova, Ze pro kazdy standardni svét w plati Rww'w'’ pravé tehdy, kdyz w' = w"’, a
(ii) unérni funkce *. Interpretace jsou vymezeny pravidly:

Al = wwe| Al
AAB| = {w|we||Al awe|B]|};
AvB| = {w|we|A neboWe"B"};

A—B| = {w | pro kazdé w' aw" takové, ze Rww'w", jew'g || A||, nebo w’ e || B }.
Vyznacenou hodnotou je kazdd mnozina moznych svétl, kterd obsahuje vSechny
standardni svéty.

Siln¢ korektni a uplny: ano
Véta o dedukci: neplati
Kompaktni: ano
Rozhodnutelny: ano

Literatura: Gabbay a Guenthner (2002, Svazek 6); Priest (2001, Kapitola 10).
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Relevanéni vyrokovy pocet RVP-R (Oddily 3.5 a 6.2)
Puvodné formulovan: Andersonem a Belnapem v axiomatické podobé

Axiomaticky systém:
A—A
(A—>B)—>((B—>C)—(A—C))
(A—(B—C))—(B—~(A—C))
(A—>(A—B))—>(A—>B)
A—(AvB)
B—(AvB)
(AAB)—A
(AAB)—B
(AA(BVC))— ((AAB)V(AAC))
((A—>B)A(A—C))—>(A—>(BAC))
((A—>C)A(B—C))—((AvB)—C)
(A>—=B)—>(B—>-A)
A, A—>B/B
A B/AAB

Sémantika (Routley a spol.):

Interpretacemi jsou pfifazeni podmnozin mnoziny moznych svétd. Tato mnoZina
mize obsahovat nestandardni mozné svéty a jsou na ni definovany (i) ternarni relace
R, ktera spliiuje to, Ze pro kazdy standardni svét w plati Rww'w'" pravé tehdy, kdyz
w' =w", plus néktera dalsi omezeni; a (ii) unarni funkce *. Interpretace jsou vymeze-
ny pravidly uvedenymi u RVP-B (viz vyse).

Vyznacenou hodnotou je kazda mnozina moznych svéti, ktera obsahuje vSechny
standardni svéty.

Silné korektni a Gplny: ano
Véta o dedukci: neplati
Kompaktni: ano
Rozhodnutelny: ne

Literatura: Gabbay a Guenthner (2002, Svazek 6); Priest (2001, Kapitola 10).
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Relevanéni vyrokovy pocet RVP-E (Oddily 3.5 a 6.2)
Pavodné formulovan: Andersonem a Belnapem v axiomatické podobé

Axiomaticky systém:
A—A
(A—>B)—>((B—>C)—>(A—QC))
(A—(B—C))—(B—~(A—C))
(A—>C)—(((A—>C)—>B)—B)
A—(AvB)
B—(AvB)
(AAB)—A
(AAB)—B
(((A—>A)—>A)A((B—B)—B))—(((AAB)—(AAB))—(AAB)).
(AA(BVC))—((AAB)V(AAC))
((A—>B)A(A—C))—>((A—(BAC))
((A—>C)A(B—C))—((AvB)—C)
(A>—=B)—>(B—>-A)
A, A—>B/B
A, B/AAB

Sémantika (Routley a spol.):

Interpretacemi jsou pfifazeni podmnozin mnoziny moznych svétd. Tato mnoZina
mize obsahovat nestandardni mozné svéty a jsou na ni definovany (i) ternarni relace
R, ktera splituje to, Ze pro kazdy standardni svét w plati Rww'w'’ pravé tehdy, kdyz
w' =w", plus néktera dalsi omezeni; a (ii) unarni funkce *. Interpretace jsou vymeze-
ny pravidly uvedenymi u RVP-B (viz vyse).

Vyznacenou hodnotou je kazdd mnozina moznych svétt, kterd obsahuje vSechny
standardni svéty.

Silné korektni a Gplny: ano
V¢éta o dedukei: neplati
Kompaktni: ano
Rozhodnutelny: ne

Literatura: Gabbay a Guenthner (2002, Svazek 6); Priest (2001, Kapitola 10).
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Modalni vyrokovy poc¢et MVP-K (Oddil 4.6)
Puvodné formulovan: Kripkem v axiomatické podobé
Axiomaticky systém:
systém KVP plus navic

o(A—>B)—>(0A—oB)
A/ DA

Sémantika (Kripke):
Interpretacemi jsou piifazeni podmnozin mnoZiny moznych svétd, na které je
definovana binarni relace dosaZitelnosti R, fidici se pravidly:
[-All = twwe | A] };
oAl = {w|w'e| Al pro kazdy mozny svét w' takovy, Ze w R w'};
[AB] = twiwe Al awe B }:
||A\/B || ={w|we ||A|| nebo W € ||B|| };
|A—>B| = {w|we ||A]| nebowe||B|}.

Vyznacenou hodnotou je mnozina v§ech moznych svétu.
Silné korektni a Gplny: ano
V¢ta o dedukei: neplati
Kompaktni: ano

Rozhodnutelny: ano

Literatura: Epstein (2001, Kapitola 6); Gabbay a Guenthner (2002, Svazek 3);
Goldblatt (1987, Cast I); Chellas (1980); Priest (2001, Kapitola 3); Girle (2000,
Kapitola 3); Blackburn et al. (2000).
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Modalni vyrokovy poéet MVP-T (Oddil 5.1)

Pavodné formulovan: Feysem a nezavisle na ném von Wrightem v axiomatické
podob¢

Axiomaticky systém:
systém KVP plus navic
o(A—B)—(cA—oB)
oA—A
A/ oA

Sémantika (Kripke):
Interpretacemi jsou pfifazeni podmnoZzin mnoZiny moZnych svétd, na které je
definovana reflexivni bindrni relace dosazitelnosti R, fidici se stejnymi pravidly jako
interpretace MVP-K (viz vyse).
Vyznac¢enou hodnotou je mnozina v§ech moznych svéti.

Siln¢ korektni a Gplny: ano

V¢éta o dedukei: neplati

Kompaktni: ano

Rozhodnutelny: ano

Literatura: Epstein (2001, Kapitola 6); Gabbay a Guenthner (2002, Svazek 3);

Goldblatt (1987, Cast I); Hughes a Cresswell (1968; 1984); Chellas (1980);
Priest (2001, Kapitola 3); Girle (2000, Kapitola 3); Blackburn et al. (2000).
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Modalni vyrokovy poc¢et MVP-B (Oddil 5.1)
Piivodné formulovan: Brouwerem v axiomatické podob¢

Axiomaticky systém:
systém KVP plus navic
o(A—B)—(cA—oB)
oA—-A
A—>00A
A/ oA

Sémantika (Kripke):
Interpretacemi jsou pfifazeni podmnoZzin mnoZiny moZnych svétd, na které je
definovéna reflexivni a symetrickd binarni relace dosazitelnosti R, fidici se stejnymi
pravidly jako interpretace MVP-K (viz vyse).
Vyznacenou hodnotou je mnozina v§ech moznych svétu.

Siln¢ korektni a uplny: ano

V¢éta o dedukei: neplati

Kompaktni: ano

Rozhodnutelny: ano

Literatura: Epstein (2001, Kapitola 6); Gabbay a Guenthner (2002, Svazek 3);

Goldblatt (1987, Cast I); Chellas (1980); Priest (2001, Kapitola 3); Blackburn et
al. (2000).
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Modalni vyrokovy pocéet MVP-S4 (Oddil 5.1)
Puvodné formulovan: C. I. Lewisem v axiomatické podobé

Axiomaticky systém:
systém KVP plus navic
o(A—B)—(cA—oB)
oA—>A
oA—>ooA
A/oA

Sémantika (Kripke):
Interpretacemi jsou pfifazeni podmnoZzin mnoZiny moZnych svétd, na které je
definovéna reflexivni a tranzitivni binarni relace dosaZitelnosti R, tidici se stejnymi
pravidly jako interpretace MVP-K (viz vyse).
Vyznacenou hodnotou je mnozina v§ech moznych svéti.

Siln¢ korektni a uplny: ano

V¢éta o dedukei: neplati

Kompaktni: ano

Rozhodnutelny: ano

Literatura: Epstein (2001, Kapitola 6); Gabbay a Guenthner (2002, Svazek 3);

Goldblatt (1987, Cast I); Hughes a Cresswell (1968; 1984); Chellas (1980);
Priest (2001, Kapitola 3); Girle (2000, Kapitola 3); Blackburn et al. (2000).
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Modalni vyrokovy pecet MVP-S5 (Oddil 4.5)
Piivodné formulovan: C. 1. Lewisem v axiomatické podobé

Axiomaticky systém:
systém KVP plus navic
o(A—B)—(cA—oB)
oA—>A
OA—-T0A
A/oA

Sémantika (Kripke):
Interpretacemi jsou pfifazeni podmnoZzin mnoZiny moZnych svétd, na které je
definovéna reflexivni, symetrickd a tranzitivni binarni relace dosazitelnosti R, Fidici
se stejnymi pravidly jako interpretace MVP-K (viz vyse).
Vyznacenou hodnotou je mnoZzina v§ech moznych svéti.

Siln¢ korektni a uplny: ano

V¢éta o dedukei: neplati

Kompaktni: ano

Rozhodnutelny: ano

Literatura: Epstein (2001, Kapitola 6); Gabbay a Guenthner (2002, Svazek 3);

Goldblatt (1987, Cast I); Hughes a Cresswell (1968; 1984); Chellas (1980);
Priest (2001, Kapitola 3); Girle (2000, Kapitola 2); Blackburn et al. (2000).
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Slaby modalni vyrokovy pocet SMVP-S1 (Oddil 5.4)
Puvodné formulovan: C. I. Lewisem v axiomatické podobé

Axiomaticky systém:
systém KVP plus navic
oA—A
0(A—B)—(o(B>C)—»o(A—C))
A/ oA, je-li A teorémem KVP
A-B / C«~C[A/B]

Sémantika: obecné pfijimana neexistuje
Véta o dedukci: neplati

Kompaktni: ano

Rozhodnutelny: ano

Literatura: Gabbay a Guenthner (2002, Svazek 3); Hughes a Cresswell (1968;
1984); Priest (2001, Kapitola 4).
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Slaby modalni vyrokovy pocet SMVP-S2 (Oddil 5.4)
Pivodné formulovan: C. I. Lewisem v axiomatické podobé

Axiomaticky systém:
systém KVP plus navic
oA—A
o(A—B)—>(cA—0B)
A/ oA, je-li Ateorémem KVP
o(A—B) / o(cA—oB)

Semantika:
Interpretacemi jsou pfifazeni podmnoZin mnoziny moznych svétl, ktera muze
obsahovat nestandardni mozné svéty a na které je definovana reflexivni binarni relace
dosazitelnosti R, fidici se stejnymi pravidly jako interpretace MVP-K (viz vyse).
Vyznacenou hodnotou je kazda mnozina moznych svéti, ktera obsahuje vSechny
standardni svéty.

Siln¢ korektni a tplny: ?
V¢éta o dedukei: neplati
Kompaktni: ?
Rozhodnutelny: ano

Literatura: Gabbay a Guenthner (2002, Svazek 3); Hughes a Cresswell (1968;
1984); Priest (2001, Kapitola 4); Girle (2000, Kapitola 5).
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Slaby modalni vyrokovy pocet SMVP-S3 (0Oddil 5.4)
Pivodné formulovan: C. I. Lewisem v axiomatické podobé

Axiomaticky systém:
systém KVP plus navic
oA—A
o(o(A—B)—(cA—oB))
A/ oA, je-li A teorémem KVP

Sémantika (Kripke):
Interpretacemi jsou pfifazeni podmnozin mnoZiny moznych svétl, ktera muize
obsahovat nestandardni mozZné svéty a na které je definovana reflexivni a tranzitivni
binarni relace dosazitelnosti R, fidici se stejnymi pravidly jako interpretace MVP-K
(viz vyse).
Vyznac¢enou hodnotou je kazdd mnozina moznych svétt, kterd obsahuje vSechny
standardni svéty.

Siln¢ korektni a uplny: ?
V¢éta o dedukei: neplati
Kompaktni: ?
Rozhodnutelny: ano

Literatura: Gabbay a Guenthner (2002, Svazek 3); Hughes a Cresswell (1968;
1984); Priest (2001, Kapitola 4); Girle (2000, Kapitola 5).
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Dynamicky vyrokovy pocet, DVP (Oddil 6.3)
Pivodné formulovan: Prattem v sémantické podobé

Axiomaticky systém (Goldblatt):
systém KVP plus navic
[X](A—B)—>([X]A—[X]B)
[X®Y]A < [X][Y]A
[XUY]A < ([XJAALYIA)

[X*]A — (AALX][X*]A)

[X*](A — [X]A) = (A — [X*]A)
[A?]B <> (A—>B)

Al[X]A

Sémantika:
Interpretacemi jsou pfifazeni podmnozin mnoziny moznych svétd vyrokim
a binarnich relaci na této mnozin¢ programum, fidici se pravidly (kde R, je relace
pfifazena programu p):
Ry«= {<w,w'> | existuji wy,...,w, tak, Ze w=wy, W'=w, a {<wy,W,>,...,<W,_1,W,>}=Rx};
Rxay = {<w,W'> | existuje w'’ tak, Ze <w,w'’>eRy a <w” ,W'>eRy};
Ryoy = {<w,w'> | <w,w'>eRy nebo <w,w'>eRy};
Ry = {<w,w'> |w=w awe||A|};
[-All = twwe [|A]l};
[ArA]l = twiwe || Al awel|a] s
||A\/A’ || ={w|we ||A|| nebo W € ||A' || };
|A—A"]| = {w|we||A]| nebowe [|A"]};
" [X]A || ={w|w'e ||A || pro vSechny w' takové, ze <w,w'>eRy}.
Vyznacenou hodnotou je mnozina v§ech moznych svéti.

Siln¢ korektni a uplny: ne
V¢éta o dedukei: neplati
Kompaktni: ne

Rozhodnutelny: ano

Literatura: van Benthem (1997, Kapitola 3.4); Gabbay a Guenthner (2002,
Svazek 4); Goldblatt (1987, Kapitola 10); Harel et al. (2000); Girle (2000,
Kapitola 9); Blackburn et al. (2000).
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Moore, G. H., 18, 197
moznost, 20, 91, 97, 104-105, 110,
119, 133
nasycenost, denotacni, 41, 52, 55, 82,
91, 160
Novotny, J., 12, 197
nutnost, 20, 91, 92, 93, 97, 104-105,
107, 109, 110, 118, 119, 127, 131,
133, 139, 143
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odvoditelnost, 26nn, 54, 163, 175; viz
téz véta o dedukci
a vyplyvani, viz korektnost, silng;
Uplnost, silna
jeji strukturalni charakteristiky, 176
klasicka v MVP, 114
klasicka vs. intuicionisticka, 63
odvozeni, 9, 26nn, 44, 45, 53
operétor
jeho numerické charakteristiky, 38
jeho pravdivostni tabulka, 37, 39
logicky, 17
pridani nového, 39, 40
vyrokovy, 23nn, 149nn
Peli§, M., 5
pendant, 140, 142
pk-teorie, 137, 138
platnost
pfi interpretaci, 110nn
v ramci, 110nn
Plumwood, V., 88, 198
p-morfismus, 126, 127
pocet
sekventovy, 163-168
vyrokovy ¢tythodnotovy
parakonzistentni, 73-77
vyrokovy dynamicky, 20, 143-147
vyrokovy fuzzy, 114, 181-182
vyrokovy intuicionisticky, 19, 20,
59-68, 135-139
vyrokovy modalni B, 20, 119, 120,
121, 122, 187-188
vyrokovy modalni K, 20, 119, 122,
123, 126, 133, 171, 173, 186
vyrokovy modalni S1, 20, 127, 128,
129, 131, 190-191
vyrokovy modalni S2, 20, 127, 128,
129, 131, 191-192
vyrokovy modalni S3, 20, 127, 128,
129, 130, 131, 192-193

Rejstrik

vyrokovy modalni S4, 20, 114, 119,
120, 121, 122, 123, 124, 127,
128, 131, 138, 139, 188-189
vyrokovy modalni S5, 20, 109, 110,
111,121,122, 124, 127, 131,
139, 151, 152, 189-190
vyrokovy modalni T, 20, 114, 119,
120, 121, 122, 123, 129, 131,
186-187
vyrokovy relevanéni, 17, 20, 86-89,
139-143, 182-185
vyrokovy souvislostni, 20, 84-86
vyrokovy trojhodnotovy Bocvartiv,
69-70
vyrokovy trojhodnotovy Kleeneho,
69-70
vyrokovy trojhodnotovy
Y ukasiewiczuv, 77-82, 180-181
pocitac, 144, 147
Popkorn, S., 109, 197
Pratt, V. R., 145, 194, 198
pravdivost, 10, 38, 71, 76, 104; viz téZ
vyrok, jeho pravdivost
stupniovana, 73, 82
pravdivost, kontingentni, viz
kontingence
pravdivost, nutnd, viz nutnost
pravidlo
eliminaéni, 166
introduk¢ni, 166
kontrakce, 176
odvozovaci, 26, 163
permutace, 176
fezu, 168, 176
strukturalni, 168
zeslabeni, 176
Prawitz, D., 167, 198
presvédcenti, jejich modelovani, 73
Priest, G., 5, 18, 74, 143, 173, 180, 181,
182, 183, 184, 185, 186, 187, 188,
189, 190, 191, 192, 193, 198
Prior, A. N., 131, 133, 198
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program, 145, 147
Putnam, H., 195
ramec, modalni, 110, 126, 127, 131,
144, 145; viz téZ platnost, v ramci
relace dosazitelnosti, 110, 112, 115,
117,118,122, 124, 125, 126, 127,
132, 133, 138, 142, 144, 147, 186
ireflexivni, 127, 132, 133
konfluentni, 144
propojena, 127, 132, 133
reflexivni, 119, 120, 121, 122, 124,
131, 135, 137, 138, 179, 187,
188, 189, 190, 192, 193
symetrickd, 121, 122, 124, 134, 188,
190
tranzitivni, 121, 125, 131, 132, 134,
135, 137, 138, 179, 189, 190, 193
univerzalni, 121
Restall, G., 176, 198
Rieger, L., 95, 198
Rijke, M. de, 195, 197
Rose, A., 83, 182, 198
Rosser, J. B., 83, 182, 198
Routley, R., 88, 143, 183, 184, 185, 198
rozhodnutelnost, 19, 54, 178, 179, 181,
182, 183, 184, 185, 186, 187, 188,
189, 190, 191, 192, 193, 194
DVP, 146
FVP-L, 83
IVP, 139
modalnich logik, 122
multimodalni logiky, 144
RVP, 89
SVP, 86
vicehodnotové logiky, 78
Russell, B., 68
Schroder-Heister, P., 176, 195
sémantika, 44, 53, 70, 77, 94, 96, 98
3VP-L, 181
algebraicka, 20, 149-161
alternativni KVP, 98, 99
¢tythodnotova, 96, 104
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dvojhodnotova, 68, 84, 93
DVP, 194
FVP-L, 182
IVP, 135-139, 147, 179
kripkovska, 20, 98, 109, 111, 119,
130, 135, 139, 141, 143
kripkovské, nestandardni, 130
KVP, 35-41, 177
MVP-B, 188
MVP-K, 186
MVP-S4, 189
MVP-S5, 105, 190
MVP-T, 187
nekone¢néhodnotova, 83
RVP, 139-143
RVP-B, 183
RVP-E, 185
RVP-R, 184
SMVP-S1, 191
SMVP-S2, 192
SMVP-S3, 193
zalozena na moznych svétech, 19;
viz téZ sémantika, kripkovska
Slupecki, J., 82, 198
Smullyan, R. M., 168, 198
Sochor, A, 9, 15, 18, 196, 198
Sousedik, P., 5
spor
globalni, 77
lokalni, 77
strom, rozhodovaci, 169-173
struktura
abstraktni, 12
inferenéni, 12, 16, 17
logicka, 13, 15, 16
matematicka, 14
syntakticka, 19
strukturalni mnozina vyroku, 154, 155,
156
substituce, 154, 155
suprémum, 75, 76, 94, 95, 96
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svét
mozny, 19, 20, 91-147, 150, 151,
157, 159, 160, 171, 172, 179,
183, 184, 185, 186, 187, 188,
189, 190, 192, 193, 194
mozny nenormalni, 130, 131, 140,
141
Svoboda, V., 5, 134, 197
syntax, 23-25, 26, 43, 53, 149
systém
axiomaticky, 149, 163, 167
axiomaticky 3VP-L, 181
axiomaticky DVP, 146, 194
axiomaticky FVP-L, 182
axiomaticky VP, 179
axiomaticky KVP, 26nn, 87, 177
axiomaticky MVP-B, 188
axiomaticky MVP-K, 186
axiomaticky MVP-S4, 107, 189
axiomaticky MVP-S5, 107, 190
axiomaticky MVP-T, 187
axiomaticky RVP-B, 88, 183
axiomaticky RVP-E, 185
axiomaticky RVP-R, 184
axiomaticky SMVP-S1, 191
axiomaticky SMVP-S2, 192
axiomaticky SMVP-S3, 129, 193
axiomaticky SVP, 86
axiomaticky temporalni logiky, 133
gentzenovsky, viz pocet, sekventovy
piechodovy, 144
Svejdar, V., 135, 168, 180, 198
tabulka
pravdivostni, 37, 38, 39, 40, 41, 49,
50, 51, 52, 53, 55, 58, 69, 70, 72,
74,75, 80, 82, 91, 92, 93, 94, 95,
96, 151, 160, 169, 170, 177, 181
sémanticka, viz strom, rozhodovaci
Tarski, A., 43, 44, 82, 182, 197, 198
tautologie, 36, 37, 44, 48
tautologie vs. teorémy, viz korekntost;
Uplnost

Rejstrik

teorém, 27, 28, 44, 45, 48, 150, 163
teorémy vs. tautologie, viz korekntost;
Uplnost
teorie, 100
Tyurin, J., 196
ultrafiltr, 158, 159
univerzum
interpretace IVP, 135
interpretace MVP-K, 110nn
interpretace MVP-S5, 106nn
kvaziinterpretace KVP, 98nn
redukované, 122
Uplnost, 19, 53, 54, 57, 72, 78, 82, 99,
102, 107, 120, 121, 130, 131, 136,
143, 144, 146, 156
silna, 51, 54, 102, 111, 112, 113
uspotadani, 95
Casovych okamzika, 132
pravdivostnich hodnot, 38, 71, 75,
94, 95
pfirozenych cisel, 127
Venema, Y., 195
véta
o dedukci, 30, 31, 34, 44, 51, 54, 60,
62, 80, 83, 89, 103, 114, 137,
138, 163, 175
o0 dedukci, pro KVP, 45-46
o0 dedukci, pro MVP-K, 114-116
o roz$ifeni, 102, 103, 111
o zrcadleni, 62, 67
Stonova, 95, 158
vyplyvani, 10, 11, 12, 13, 37, 44, 46,
51, 53, 76, 98, 163
globalni, 107, 112
lokalni, 106, 114
vyrok, 23nn, 149nn
atomicky, 23, 149
dokazatelny, 26; viz téZ teorém
jako nerozborny celek, 17
jako reprezentace ,piechodu’, 147
jeho pravdivost, 11, 14, 17, 57, 59,
68, 73, 92, 93, 97, 104, 167
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jeho smysluplnost, 69

jeho tvar, 24-25

jeho vytvareni, 25

jeho zastoupeni Cislem, 12, 13
porozuméni nému, 11
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vyznaceny prvek, 150, 151, 152nn

Wajsberg, M., 77, 82, 181, 198

Wright, G. H. von, 119, 187, 198

zakon vylouéeni tietiho, 31, 57, 59, 68,
84
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