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Vyrokovy pocet, ktery touto definici sémantiky dostaneme, budeme
oznacovat jako MVP-K nebo prosté K. (VSimnéme si, Ze sémantika MVP-S5,
kterym jsme se zabyvali v predchozim oddile, by byla z tohoto hlediska
nahlédnutelna jako specialni ptipad nasi soucasné sémantiky, pfi které je kazdy
svét vzdy dosazitelny z kazdého jiného.) Axiomatika tohoto MVP je tvofena
axiomy a odvozovacim pravidlem KVP plus nasledujicim axiomem a pravidlem:

(K) o(A—>B)—>(0A—>oB),

(nec) A/ oA

4.7 Uplnost

Snadno se presvéd¢ime o tom, Ze je-li A odvoditelny z Ay,..., A, pak z nich
globalné vyplyva — K je tedy siln¢ korektni (vzhledek ke globalnimu vyplyvani).
Dokazat silnou tuplnost tak trividlni neni; lze to vSak provést prostiednictvim
konstrukce charakteristického modelu — tak jak jsme to udélali v dikaze véty
o rozsifeni v oddile 4.3 pro alternativni sémantiku KVP.

Nez to provedeme, definujme jeSté slabsi formu odvoditelnosti; pijde
v podstaté o odvoditelnost bez pouziti pravidla necesitace. Rekneme, Ze A je
klasicky odvoditelny z Ay, ..., A, je-li vyrok (A—>(...(An—A)...)) teorémem K.
(Aje tedy klasicky odvoditelny zprazdné mnoziny pravé tehdy, kdyz je
teorémem K, to jest A je klasickym teorémem prave tehdy, kdyz je teorémem. A
je klasicky odvoditelny z nekone¢né mnoziny, je-li klasicky odvoditelny
z né&jaké jeji podmnoziny.) Rozdil mezi odvoditelnosti a klasickou odvoditelnos-
ti 1ze ilustrovat pomoci faktu, ze zatimco vyrok DA je odvoditelny z vyroku A
(pomoci pravidla (nec)), klasicky odvoditelny z néj neni.

Tato definice pifimo zaruCuje, Ze pro klasické odvozovani plati véta
o dedukci. V dusledku toho mazeme pro Klasickou odvoditelnost v rameci K
dokazat obdobu véty, kterou jsme vyse (na str. 101) formulovali pro KVP.
Dokazeme vsak mirn¢ modifikované tvrzeni. Nazvéme mnozinu vyrokl jazyka
MVP klasicky konzistentni teorii, patti-li do ni kazdy vyrok, ktery je z ni
klasicky odvoditelny, a neni-li z ni klasicky odvoditelny zadny vyrok spolu se
svou negaci. Pak

Plati: Jestlize A neni v K odvoditelny z X, pak existuje maximalni klasicky
konzistentni teorie (mkk-teorie), ktera obsahuje vse, co je odvoditelné (nikoli
jenom klasicky, to jest i s pouzitim necesitace) z X, ale neobsahuje A.
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Dtikaz: Bud’ X* mnozina vSech vyrokt, které jsou odvoditelné z X. Neni-li A odvoditel-
ny z X, pak jisté neni odvoditelny ani z X*, a X* je tedy konzistentni, a tim spiSe klasicky
konzistentni. Pomoci konstrukce popsané ve véte o rozsifeni (uvedené na strané 102) ji
tedy lze rozsifit na klasicky konzistentni teorii, kterd neobsahuje A. Navic protoze pro
klasické odvozovani plati véta o dedukci a protoze [11] je teorémem K, lze zplisobem
analogickym dtikazu véty na str. 103 ukazat, Ze je to maximalni klasicky konzistentni
teorie.

Vsimnéme si, ze fakt, Ze pro K plati odboba véty na str. 101, znamena, Ze pro K
plati i obdoby vsech jejich dtsledkd na str. 102 a 103. Takze m;.

Plati: A je v K klasicky odvoditelny z X pravé tehdy, kdyZz je obsazen v kazdé
mkk-teorii, ktera obsahuje X.

Nyni jsme pfipraveni dokazat silnou uplnost K — avSak namisto toho, abychom
dokazali pfimo, Ze cokoli globalné vyplyva, je odvoditelné, dokazeme tvrzeni,
které je tomuto ziejme ekvivalentni, totiz Ze cokoli neni odvoditelng, globalné

nevyplyva.

Plati: Neni-li vyrok A odvoditelny z mnoziny vyrokii X, pak z ni globalné
nevyplyva, to jest existuje interpretace jazyka K, pii které jsou vSechny prvky X
pravdivé ve vS§ech moznych svétech, ale A v nékterém ne.

Dutkaz: Bud’ W mnozina vSech maximalnich klasicky konzistentnich rozsifeni mnoziny
X* v8ech vyroki, které jsou odvoditelné z X. Definujme na W binarni relaci R
nasledujicim piedpisem:

WR W =p¢ {C|oCew}cw
Necht’ vyrok plati ve w pravé tehdy, kdyz je jeho prvkem. Pak zfejmé vSechny vyroky,
které patii do X*, plati ve vSech prvcich W a A alespon v jednom neplati (v disledku
toho, co jsme ukdzali vySe). Abychom dokazali, Ze jsme zkonstruovali pozadovany
model, staci nyni dokazat, ze pro kazdé B a pro kazdé weW

oBew prave tehdy, kdyz pro kazdé w' takové, ze w R W, plati Bew'
Prima implikace je zfejma; takze staci dokazat nepiimou. Necht tedy

pro kazdy w' takovy, ze w R W, plati Bew'

To znamena, ze
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pro kazdy w' takovy, ze {C | oCew}cw, plati Bew'
Jinymi slovy

kazda mkk-teorie, ktera obsahuje X* a {C | oCew}, obsahuje i B.
To ale, jak jsme ukazali vyse, je totéz jako

B je klasicky odvoditelny z X* a {C| oCew}
a tedy totéz jako

existyji Dy,...,.Dmz X* a C,,...,C, z {C| oCew} tak, ze z D,,...,.Dy, Ci,...,.Ch je
klasicky odvoditelny B.

Podle definice klasické odvoditelnosti toto znamena, Ze
(D1—=(...(DM—=>(Ci—>(...(C,—>B)...)))...)) je teorémem K;
a z toho s pouzitim pravidla (nec) plyne, ze
o(D1—(... Dn—=>(C1—(...(C—B)...)))...)) je teorémem K,
a z toho zase opakovanym pouzitim axiomu (K) plyne, Ze
(oDy—(...(aDyp—(0Ci—(...(oCr—>0B)...)))...)) je teorémem K.
To ale podle definice klasické odvoditelnosti znamena, ze
0B je klasicky odvoditelny z oDy,..., oD, 0C,,...,0C,

Pfitom oOD;,...,0Dy, patii do X* (protoze X* je uzaviena na necesitaci), a tudiz do w
a 0C,,...,0C, patii do W'. To znamena, ze do W' patii i oB.

K je tedy silné€ korektni a uplny, to jest Aje odvoditelny z X prave tehdy, kdyz
z ni globalng vyplyva.

Vedlejsim prodkuktem tohoto dikazu je dikaz existence charakteristického
modelu, to jest takové interpretace, pti které je vyrok pravdivy pravé tehdy, kdyz
je teorémem. Z pravé dokazané véty totiz plyne, Ze neni-li vyrok A teorémem,
pak existuje interpretace jazyka K, pii které je tento vyrok nepravdivy — staci
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vzit za X prazdnou mnozinu. Pfitom interpretace, kterou v ramci tohoto ditkazu
konstruujeme, je tataz pro jakykoli vyrok A — tato interpretace tedy pfifazuje N
vSem vyrokim, které nejsou teorémy, a je tedy charakteristickym modelem.
Charakteristickym modelem je tudiz interpretace, jejiz univerzum je tvofeno
vSemi mkk-teoriemi a svét W' je na ném dosazitelny ze svéta w praveé tehdy,
kdyz {C|oCew}c wW'.

Dalsim, pfimym disledkem silné tiplnosti je kompaktnost K:

Plati tedy i: K je kompaktni, to jest vyrok A vyplyva z mnoziny vyrok X praveé
tehdy, kdyz vyplyva z n¢jaké jeji kone¢né podmnoziny.

Dukaz: Dokazali jsme, ze A vyplyva z X pravé tehdy, kdyz je z ni odvoditelny;
a odvoditelny z nekonecné mnoziny je ziejmé praveé tehdy, kdyz je odvoditelny z n¢jaké
jeji kone¢né podmnoziny.

Je ziejmé, ze neomezime-li se na klasickou odvoditelnost, pak v K wvéta
o dedukci neplati: podle pravidla (nec) je oA je odvoditelny z A pro kazdé A, ale
A—DA obecné teorémem neni'.

Analogicky, jako jsme dokazali, ze se globalni vyplyvani kryje s odvoditel-
nosti, 1ze nyni dokézat to, ze se lokalni vyplyvani kryje s klasickou odvoditel-
nosti. Provéfeni toho, Ze je-li A klasicky odvoditelny z A, ..., A, pak z nich
lokaln¢ vyplyva, je opét rutinni zalezitosti, takze znovu dokaZeme jenom
obréacenou implikaci.

Plati: Neni-li vyrok Aklasicky odvoditelny z mnoziny vyrokd X, pak z ni
lokaln¢€ nevyplyva.

Dutkaz: Musime ukazat, ze pro kazdou mnozinu X a kazdy vyrok A takovy, ze A neni
klasicky odvoditelny z X, existuje interpretace a svét v jejim univerzu tak, Ze jsou
v tomto svét€ pravdivé vSechny prvky X, avSak nikoli A. Takovou interpretaci
vytvofime tak, Ze za jeji univerzum vezmeme vSechny mkk-teorie (to jest mnoZiny

! Podobné jako napiiklad v piipadé FVP-L ovem pro MVP-K plati néco, co se vété
o dedukci v jistém smyslu blizi: totiz vyrok B je odvoditelny z mnoziny XU{A} pravé
tehdy, kdyz existuje m takové, Ze z X je odvoditelny vyrok (AADAADDAA...A0"A)—B
(kde o™ znali fetézec m operitort O). V ramci MVP-T milZeme vyrok
(AADAADDAA...ADTA)—B zjednodudit na o"A—B (protoze oA implikuje o™'A,
a tudiz 0A pro kazdé j<m); a v ramci MVP-S4 pak dale na tA—B (protoze oA implikuje
o'A pro jakékoli j>1).
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vyrokd, které obsahuji v8echny vyroky, které jsou z nich klasicky odvoditelné, ze
kterych neni klasicky odvoditelny zadny vyrok spolu se svou negaci a které obsahuji
negaci kazdého vyroku, ktery neobsahuji) a relaci dosazitelnosti na tomto univerzu
definujeme tak jako v pfedchozim piipadé piedpisem

WR W =p; {C|oCew}cW.
Opét musime dokazat, Ze je tato definice definici skutecné interpretace, to jest ze tBew
prave tehdy, kdyz Bew' pro kazdy w' takovy, ze WR w'.

Je zfejmé, ze

Bew pro kazdy w' takovy, ze w R W
plati prave tehdy, kdyz

B je klasicky odvoditelny z vyrokt By,..., By, které jsou vSechny prvky {C | oCews}.
Zpusobem, ktery byl podrobn¢ pfedveden v pfechozim dtikazu, 1ze ukazat, ze pak

oB je klasicky odvoditelny z oB,,..., 0By, kde {By,..., By} {C| oCew},
a tedy ze

0B je klasicky odvoditelny z w.
A protoze W je teorie (vzhledem ke klasické odvoditelnosti),

oBew.
Opét jsme tedy definovali skutecnou interpretaci. Pfitom v jejim univerzu zfejmeé
existuje svét, ve kterém jsou pravdivé vSechny prvky X, avsak nikoli A: jiz dobfte

znamym zpusobem totiz umime zkonstruovat maximalni klasicky axiomaticky
konzistentni teorii, ktera obsahuje X, avSak jejim prvkem neni A.

4.8 Rozhodnutelnost
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